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Resumo do Projeto de Graduagao apresentado a Escola Politécnica/ UFRJ como
parte dos requisitos necessarios para a obtencao do grau de Engenheiro Eletronico

e de Computagao.

Algoritmos para fatoracao de matrizes nao-negativas com aplicacao em transcri¢ao

de instrumentos percussivos

[gor Macedo Quintanilha

Abril /2016

Orientador: Luiz Wagner Pereira Biscainho

Curso: Engenharia Eletronica e de Computacao

Esse trabalho realiza um estudo dos algoritmos para a fatoragao de matrizes nao-
negativas (NMF), uma ferramenta bastante estudada em algebra linear que possui
aplicagoes em mineracao de texto, biologia, separacao de fontes sonoras, image in-
painting etc. Como aplicagao dessa técnica, esse trabalho apresenta o uso da NMF
nas areas de transcrigao de instrumentos musicais e separagao/reconstrucao de fon-
tes sonoras. Enfatiza-se o caso de instrumentos percussivos, menos abordado na
literatura. O desempenho da separacao foi regular sob o ponto de vista da quali-
dade dos sinais reconstruidos, entretanto, para efeito de transcrigao, os resultados
de separacao se mostraram suficientes. Uma possivel estratégia para melhorar os

resultados percebidos é tratar com cuidado a fase dos sinais reconstruidos.

Palavras-chave: processamento digital de audio, NMF, transcricao.
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Abstract of Undergraduate Project presented to POLI/UFRJ as a partial fulfillment

of the requirements for the degree of Engineer.

ALGORITHMS FOR NONNEGATIVE MATRIX FACTORIZATION WITH
APPLICATIONS IN PERCUSSIVE INSTRUMENTS TRANSCRIPTION

[gor Macedo Quintanilha

April /2016

Advisor: Luiz Wagner Pereira Biscainho

Course: Electronic Engineering

In this work, we present a study of several algorithms applied to nonnegative matrix
factorization (NMF), which is a tool widely studied in linear algebra that has also
been extensively used in text mining, biology, sound source separation, image in-
painting, etc. Also, we present an application of NMF in the areas of transcription
of musical instruments and separation/reconstruction of sound sources. The case
of percussive instruments, not often studied in the literature, is emphasized. Re-
garding the quality of reconstructed signals, the overall performance is average; on
the other hand, when transcription is the target, separation results are sufficiently
good. A possible strategy to improve perceptual results is to give more attention to

the phase of reconstructed signals.

Keywords: digital audio processing, NMF, transcription.
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Capitulo 1

Introducao

A fatoragdo de matrizes nao-negativas (NMF, do inglés Non-negative Matriz
Factorization) é uma ferramenta de algebra linear bastante utilizada para reducao
de dimensionalidade e para o uso em factor analysis'. Muitas técnicas de reducao
de dimensao estao intimamente ligadas a técnicas de aproximacao de baixo posto, e
a NMF é um caso especial, em que as matrizes de baixo posto sao restritas a serem
nao-negativas. A nao-negatividade é muitas vezes uma representagao natural de
muitos problemas que envolvem situacoes reais e, ao contrario de outros métodos, a
NMF resulta em representagoes que contém algum significado fisico [5].

A NMF foi introduzida por Pateero e Tapper [6] como fatoracdo de matrizes
positivas (do inglés, positive matriz factorization) e subsequentemente foi popula-
rizada por Lee e Seung [7]. Desde entao, a NMF tem sido usada com sucesso em
mineragao de texto [8], analise espectral [9], speech enhancement [10]| e separagao
cega [11].

A principal meta dessa monografia é descrever dentro de um mesmo arcabougo
os principais algoritmos desenvolvidos nos tltimos anos para resolver a fatoragao.
De todos os algoritmos que serao estudados, o mais popular é, sem dividas, a regra
de atualizagoes multiplicativas criada por Lee e Seung [12], por ser facil de imple-
mentar e entender. No entanto, como apontado por diversos autores, esse algoritmo
apresenta uma baixa taxa de convergéncia. Felizmente, novos algoritmos com fun-
damentacao teodrica mais solida e com provas de convergéncia foram criados, tais
como os baseados em minimos quadrados nao-negativos alternados [13| e minimos
quadrados alternados hierarquicos [14], que também serdo devidamente descritos
nos proximos capitulos.

A segunda parte deste projeto final consiste na aplicacao da NMF na éarea de
separacao de instrumentos musicais, exemplificando como e onde a NMF pode ser

utilizada. Serad mostrado como se realiza a transcricao de instrumentos dada uma

! Factor analysis ¢ um método estatistico para descrever a variabilidade de variaveis correlaci-
onadas observaveis através de variaveis ndo observaveis (fatores) [4].



composi¢ao musical disponivel em uma tnica mistura gravada. A transcricao au-
tomética de instrumentos musicais possui duas vertentes principais: a transcri¢ao
tonal (como as notas de uma flauta) e percussiva (como uma bateria) [15|. Este tra-
balho focara na tarefa de transcricao de sinais percussivos, que consiste em estimar
temporalmente eventos de onset, i.e., 0s momentos em que as notas sao acionadas.

Os algoritmos que serao descritos para a transcricao de instrumentos percussi-
vos podem ser facilmente aplicaveis em diferentes areas de extracao de informacao

musical (MIR, do inglés Music Information Retrieval).

1.1 Organizagao

O Capitulo 2 descreve as principais técnicas que existem na literatura aplicaveis
a separacao cega de fontes, com o intuito de motivar o leitor ao uso da fatoragao
de matrizes nao-negativas. Em seguida, no Capitulo 3, serao descritos detalhada-
mente os principais algoritmos para resolver o problema da NMF, focando sempre
na multiplicidade de aplicacoes da fatoragao de matrizes nao-negativas. Também
sera descrito como melhorar a acuracia dos algoritmos utilizando restrigoes e outros
tipos de funcao-custo. Os experimentos demonstrando os defeitos e qualidades de
cada algoritmo serao descritos no Capitulo 4. A segunda parte do projeto final, que
consiste na transcri¢ao de instrumentos percussivos, sera trabalhada no Capitulo 5.
No Capitulo 6 seré feita a aferigao de resultados comparando os diversos algorit-
mos com algumas bases de dados. Finalmente, o Capitulo 7 ird conduzir o leitor
as consideragoes finais do trabalho e sugerir possiveis caminhos a serem tomados

futuramente.

1.2 Notacao

Uma matriz sempre serd representada em caixa alta e em negrito, X € RM*¥,
Um elemento da matriz na i-ésima linha e j-ésima coluna é representado como [X]; ;
e o uso do caractere especial ‘x’ denota a selecao de uma linha ou coluna inteira
da matriz, por exemplo: [X];. denota um vetor linha formado pelos elementos
(i1 ... x;n) pertencentes a i-ésima linha da matriz X. Um vetor é representado
em negrito utilizando caixa baixa, como x € RN*! £ [z; ... zy]" e um elemento
do vetor x é denotado como x;, i € {1,..., N}.

Aletrat € {1,--- ,T} indicara a iteracao e T a itera¢do maxima. O ndimero de
componentes para realizar a fatoragao seréd indicado por R, que também significa a
quantidade de sinais emitidos.

A matriz P € Rf*F ¢ uma matriz de permutacéo, i.e., PP? =1, sendo I a

matriz identidade. O simbolo 1 € RM*¥ representa uma matriz com M linhas e N



colunas com todos os elementos iguais a um: [1];; = 1, Vi,j. A matriz D é uma

diagonal inversivel, isto é

Dy 0 0 -~ 0
0 D o --- 0

- T . (1.1)
0 0 0 -+ Dyu

onde [D];; # 0, Vi.
Dada uma funcao f, o seu gradiente e sua Hessiana em relagao a uma matriz x
¢ denotada por V, f e Vi f, respectivamente.

Uma lista de stmbolos completa pode ser encontrada na pagina xiv.






Capitulo 2
Separacao Cega

N

Grande parte das pesquisas relacionadas & anélise de sinais complexos (e.g.,
sinais de fala) envolvem a realizagdo de alguma transformagao para simplifica¢do
de sua representacao ao mesmo tempo que lhe empresta uma interpretacao fisica
evidente /natural.

Considere-se, por exemplo, uma situacao em que ha um nimero arbitrario tanto
de sinais sendo emitidos quanto de sensores. As fontes emissoras podem ser instru-
mentos de uma orquestra, os coragoes de um feto e de sua mae, celulares transmi-
tindo sinais de radiofrequéncia ou até mesmo elementos diversos em uma composicao
de imagens. A partir de suas misturas capturadas pelos respectivos sensores (micro-
fones, antenas etc.), o problema de separagao cega de sinais (BSS, do inglés Blind
Source Separation) consiste em determinar quem sao essas fontes e possivelmente
como foram misturadas.

Por sua vez, essas misturas podem ser convolutivas [16], como na transmissao de
sinais por um canal linear com memoria, ou simplesmente aditivas, quando ocorre
uma soma ponderada de diversos sinais, como em um misturador (em inglés, mi-
zer) de dudio. Separar os sinais misturados no primeiro caso ¢ um problema mais
complicado e que utiliza sistemas mais complexos; as solugoes para o segundo caso
ja foram mais profundamente estudadas e produzem bons resultados.

Matematicamente, o problema a ser resolvido pela BSS no caso de mistura aditiva

pode ser descrito como

x = As, (2.1)

RM*E contém os pesos da mistura e s € R*! contém os sinais emitidos

em que A €
pelas fontes, ambos desconhecidos, conforme ilustrados na Figura 2.1. Considerar
os termos do lado direito da equagao como sendo indeterminados é natural, pois
conhecer os pesos [A]; ; requer a identificacdo do sistema fisico por tras da mistura,

o que ¢ na maioria dos casos inviavel, e nao ha gravacoes diretas dos sinais s;



originais.

Em outras palavras, o problema da separacao cega de sinais consiste em descobrir
as fontes s; e possivelmente os pesos [A]; ; tendo somente as observagoes z;. Nesse
sentido, a denominagao “cega” consiste em saber nada ou muito pouco sobre as
fontes [17].

Para o caso em que os pesos [Al;; apresentam variabilidade suficiente (posto
completo por colunas), basta realizar o caminho inverso!, i.e., s &~ § = Wx. Neste
sentido, estimar W também reconstroi total ou parcialmente as fontes.

Nas ultimas décadas surgiram diferentes métodos aplicédveis as mais diversas
situacoes, cujo intuito é obter uma boa representacao dos sinais separados. Porém,
para essas solucoes serem vidveis, algumas suposigoes sao feitas sobre as fontes, tais

como: independéncia, esparsidade e/ou nao-negatividade.

31\ I

82\.> A . L2

. .

SR/.' - IIM

Figura 2.1: Modelo de BSS.

2.1 Separacao baseada na independéncia

Diferentemente da Anélise de Componente Principais (PCA, do inglés Principal
Component Analysis) [18], que se baseia na descorrelacao entre sinais, a Andlise
de Componentes Independentes (ICA, do inglés Independent Component Analysis),
proposta por Pearson [19] e independentemente por Hotelling [20], se baseia na
independéncia estatistica (uma propriedade muito mais forte que a descorrelagao) e
chega a uma solugao surpreendentemente simples para a BSS.

Busca-se estimar a matriz W de modo que o produto W A seja o mais préximo
possivel da identidade e, assim, o vetor estimado s seja o mais préoximo possivel do
original s, com a restri¢ao de que haja no minimo tantos sensores quanto fontes (R <
M). Caso a desigualdade seja estrita, geralmente aplica-se a PCA para retornar as
R maiores componentes de x, permitindo trabalhar com matrizes quadradas.

A TICA pressupoe que as amostras dos sinais originais antes da mistura constituem
variaveis aleatorias mutuamente independentes e nao-gaussianas, permitindo, assim,

lancar mao do Teorema do Limite Central (que diz que a soma de variaveis aleatorias

!Se o niimero de sensores (linhas) linearmente independentes for igual ao nimero de fontes
(colunas), o sistema é determinado e possui uma tunica solu¢do dada pela matriz inversa de A
(W= A_l); se for maior, o sistema é sobredeterminado e admite uma solugao de erro quadréatico
minimo por pseudoinversa de A (W ~ AT = (ATA)~1AT); se for menor, ha infinitas solucdes.
Nesse caso, costuma-se adicionar alguma restrigao ao problema a fim de obter uma tnica solugao.



independentes tende a ter uma distribuicao tao mais proxima de uma gaussiana
quanto maior o nimero de variaveis) para determinar o proprio critério de separagao:
busca-se o conjunto de sinais desmisturados minimamente gaussianos. Isso pode ser
feito, por exemplo, pela maximizagdo da negentropia [21] ou pela minimizagao do
modulo da curtose [22|. A minimizagao da informagao mutua [23, 24| é outra forma
de realizar a separacao.

Ha dois problemas inerentes ao método de ICA que nao podem ser ignorados e
que se propagam para outros métodos que serao citados: a indeterminacao da ordem

das componentes originais e de suas energias.

Observacao 1 Indeterminacao da ordem das componentes:

Ezistem uma matriz de permutacio P e sua inversa PT tais que

x = APP”s;

portanto, A = AP € uma outra possivel matriz de mistura se § = PTs sdo as fontes
com linhas trocadas. Entao, nao hd como determinar qual € a ordem original da

mistura que foi realizada.

Observacgao 2 Indeterminacgao da energia das componentes:

Existe uma matriz D diagonal inversivel tal que

x = ADD 's;

assim, temos uma outra possivel matriz de mistura A = AD se § = D™ 's, de forma
que cada fonte pode aparecer escalada em relagdo ao problema original. Entdo, nao

hd como garantir qual € a energia do sinal.

No entanto, ha técnicas de pré-processamento que mitigam este segundo pro-
blema, assumindo, por exemplo, que as fontes tenham média zero e variancia unita-
ria (o que ¢ conhecido como branqueamento).

A ICA ¢ utilizada nas mais diversas areas, tais como em arvores de decisdo,
mineragao de texto, anélise financeira, remocao de artefatos de imagens provenientes
de telescopios espaciais e até mesmo em comunicagoes por CDMA (do inglés, Code
Division Multiple Access) [25].

Como pode ser notado, o ecossistema existente por tras da ICA é muito extenso
e caso haja o interesse de se aprofundar sobre o assunto, o leitor interessado pode

buscar mais detalhes em [17].



2.2 Separacao baseada na esparsidade

Considerar que ha sempre disponivel um nimero de sensores maior que ou igual
ao numero de fontes impossibilita o uso pratico da ICA em muitos cenarios. Em
contrapartida, operar sobre um sistema subdeterminado (R > M) obriga que se
facam mais hipoteses sobre o sinal de entrada.

Uma dessas conjecturas é o critério de esparsidade, e a classe de algoritmos sem
supervisao que lida com este problema é a codificacao esparsa (do inglés, Sparse
Coding) |26]. Originalmente, este algoritmo surgiu na area de estudos do comporta-
mento do cérebro humano, porém vem sendo amplamente utilizado nas mais diversas
areas de processamento de sinais.

Neste projeto de graduacao, o termo esparsidade é definido como sendo uma ca-
racteristica das representacoes que contém poucos elementos nao-nulos; portanto é
dito que um vetor x é esparso se quase todos seus elementos sao zero?. A codificacao
esparsa assume que as fontes sdo ou possuem representagoes esparsas (e.g., a trans-
formada de Fourier de um cosseno) e, através dos sinais adquiridos pelos sensores,
pode-se determinar essas fontes buscando-se a representagao maximamente esparsa
delas.

Grande parte dos dados de interesse sao esparsos por natureza e por isso, no
proximo capitulo, o critério de esparsidade serda combinado com outras técnicas de

separacao cega de fontes.

2.3 Separacao baseada na nao-negatividade

Um aspecto essencial dos métodos discutidos até agora é que eles exploram al-
guma caracteristica facilitadora presente em sua representagao (independéncia entre
fontes, esparsidade das fontes no tempo e/ou na frequéncia). Por vezes, os dados
de entrada estao disponiveis na forma de uma representacao nao-negativa, como
por exemplo, o espectrograma de magnitude ou os pixeis de uma imagem (vide
Figura 2.2). Tal familia de representagoes apresenta uma interessante caracteris-
tica facilitadora para a separacgao, embora nao imediatamente aparente: ela impede
a ocorréncia de interferéncia destrutiva entre diferentes sinais da mistura, e assim
preserva ao menos a possibilidade tedrica de desacoplé-los de volta. Nesse caso,
qualquer ferramenta de separacao precisa incluir como restricao a preservacao da
nao-negatividade.

Apesar de existirem métodos com restrigoes de nado-negatividade para a ICA 27|,

eles sao mais complicados e nao levam a resultados de facil interpretacao.

2Na pratica este conceito é relaxado, considerando que um vetor é esparso se quase todos os
seus elementos possuem valores perto de zero.
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Figura 2.2: A natureza nao-negativa e a representacao por matrizes.

Neste contexto, a Fatoragdo de Matrizes Nao-Negativas (NMF, do inglés Non-
negatize Matriz Factorization) 28, 29] firmou-se como a alternativa mais promissora
para estimar sinais nao-negativos. Como se discutiré adiante, a hipétese subjacente
que garante a capacidade de separacao da NMF esta associada a esparsidade das
fontes.

A NMF tem sido objeto de extensa pesquisa nas ultimas décadas, sendo utilizada
nas mais diversas areas, como clustering |8|, text mining |30], anélise espectral |31],
processamento de imagens [32], classificacdo de cancer [13, 33-35|, separagao de
fontes sonoras [36] e transcri¢ao automatica de musica [15].

O problema pode ser exposto da seguinte maneira.

Problema 1 Fuatoragao de Matrizes Nao-negativas:

Dada uma matriz V € RJ\JF/[XN, o objetivo da NMF ¢ reduzir a dimensao para
R < min(M, N) fatorando V em duas matrizes nio-negativas W € RY*% ¢ H €
RN (Figura 2.3a) tais que

V~V=WH. (2.2)

As matrizes W e H podem ser encontradas resolvendo-se o problema de otimi-

2a¢a0

minimizar (W, H)
sujeito a W >0, (2.3)
H >0,

sendo f(W,H) uma fungao-custo que denota uma medida de distor¢ao entre a mis-
tura estimada V' e a mistura original V. Normalmente, a divergéncia de Kullback-

Leibler ou a morma de Frobenius é utilizada. Infelizmente, este problema nao €



convexo para W e H; no entanto, ¢ convexo em W com H fizo ou em H com W

fixo.

Essa formulagao do problema nao é tinica. A NMF pode ser representada como

uma forma especial de um modelo bilinear (veja a Figura 2.3b),

R
VaV=> wh"; (2.4)
r=1
portanto, pode-se aproximar a representagao nao-negativa da matriz V por uma
soma de matrizes nao-negativas de posto um. Note que o problema ¢é simétrico: ao
se adotar VI ~ HIWT a fatoracdo é a mesma, portanto dizer que H mistura W
gerando V ou W mistura H gerando V na NMF ¢ arbitrario. Isso sera utilizado mais
adiante no desenvolvimento dos algoritmos. Como consequéncia, a NMF também
pode ser vista como uma fatoragao do tipo y, = Ax;, i € {1,...,N}, sendo Y =
[yi - yal, X=[x1 .-+ xn] e A € RY*N (Figura 2.3c). Neste caso, Y = AX =

WH, e a transposta também é uma fatoragao de matrizes nao-negativas.
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(a) Representagao matricial ilustrando a fatoragao da matriz ndo-negativa V.em W e H.

hi h |

w1 WR
(b) Modelo bilinear para a NMF. A matriz V é aproximada por uma combinagao linear
de matrizes nao-negativas de posto um.

Xp|X2| =« XN

Q
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Y

(¢) A NMF como uma uniao de representagoes vetoriais. O vetor y; é aproximado por
uma combinagao linear de uma matriz nao-negativa A e um vetor nao-negativo Xx;.

Figura 2.3: Diferentes representacoes para a NMF.
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Capitulo 3
Fatoracao de Matrizes Nao-Negativas

Como visto no capitulo anterior, a fatoracao de matrizes nao-negativas consti-
tui uma vasta area de pesquisa, sendo empregada em areas que vao da biologia a
engenharia, nao se limitando a solucao de problemas de separacao cega de fontes.

A NMF tornou-se famosa a partir de 1999, com os esforcos de Daniel D. Lee
e H. Sebastian Seung |7, 12| no sentido de obterem um método facil para sua im-
plementacao, apesar de, anos antes, um método baseado em minimos quadrados [6]
ter sido proposto. Desde entao, diversos outros métodos foram surgindo, visando a
melhorar convergéncia, velocidade e robustez do sistema.

Os métodos mais utilizados para realizar a fatoracao se baseiam em atualizagoes
alternadas, devido ao fato de o problema nao ser estritamente convexo em ambas
as variaveis; a alternativa de otimizar o problema original requereria uma busca
exaustiva em um espago que cresce exponencialmente com o tamanho da matriz
V, caracterizando o problema como NP-completo [37]. Os algoritmos podem ser

descritos pelos seguintes passos:
1) t « 0. Inicialize W©® ¢ HO:

2) Fixe W® e encontre H™ tal que

WO HEY) < fWO HY);

3) Fixe H e encontre WD tal que

f(W(t—H), H(t-‘rl)) S f(W(t)a H(t+1));

4) (Opcional) Normalize as colunas de W*Y ¢ as linhas de H*Y;

5) t <t + 1. Repita os passos 2, 3 e 4 até que o critério de parada seja satisfeito.

13



Portanto, hé trés etapas cruciais: inicializacao, execucao e parada. Todos os pas-
sos serao elucidados neste capitulo, que tem o intuito de apresentar ao leitor as

ferramentas para realizar a fatoracao de matrizes nao-negativas.

3.1 Inicializacao

O fato de a fatoracao nao ser convexa deixa o problema extremamente sensivel a
inicializacao; portanto, dependendo de suas condi¢oes iniciais, a NMF ir& convergir

() produz minimos locais

para pontos distintos. Entao, uma boa escolha de WO e H
melhores. E importante ter métodos robustos para a inicializacdo dos parametros,
algo negligenciado por vérios autores, em especial na area de BSS de sinais musicais.

O modo mais simples, e bem eficaz, de se realizar o processo é utilizar uma si-
mulagao de Monte Carlo para determinar a melhor inicializacao, como mostrado no
Pseudocodigo 1. A inicializagao robusta [38] ¢ obtida gerando-se ) matrizes' distin-
tas W@ ¢ H® com base em inicializacao aleatoria ou em outro método arbitrario.
Apos isso, é necessario fatorar as matrizes utilizando um dos algoritmos que serao
explicados na préxima secao, tendo como critério de parada um ntmero pequeno
de iteragoes (tipicamente entre 10 e 20). Finalmente, as melhores candidatas sao
as matrizes W, e H, que retornam o menor custo. Apds o processo, essas matrizes
candidatas serao utilizadas para a inicializacao da fatoracao final.

Portanto, a inicializagao robusta retorna a estimagao que possui as melhores
matrizes no sentido de diminuigdo da fungao-objetivo f(W,H). Geralmente, a
divergéncia generalizada de Kullback-Leibler (KL) ¢ utilizada como critério de com-
paracao, em conjunto com um 7i,;; > 10.

Véarios pesquisadores propuseram diferentes métodos de inicializacao ao longo
dos anos com o intuito de acelerar a convergéncia ou para obter minimos melhores.
Wild et al. [39] utilizaram uma clusterizacao k-means esférica para inicializar W,
enquanto que em [40] usaram uma inicializagdo baseada na decomposicao de valores
singulares (SVD, do inglés Singular Value Decomposition). No entanto, esse tema

ainda continua sendo um problema em aberto.

3.1.1 Multiplas camadas

Outro modo de contornar o problema de o algoritmo estagnar em minimos locais
ruins foi proposto por Cichocki et al. [41]. A ideia é trocar a fatoracao W e H por

uma cascata de matrizes W,

V=W, W, - WcH. (3.1)

1O @ tipicamente utilizado fica entre 20 e 30.
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Pseudocédigo 1 Inicializagao Robusta
Entrada:
MxN
V e RY
R: ntimero de componentes
(2: ntmero de reinicializagoes
T’nit: nmero de passos
Saida:
MxR RxN
WeR/ " eHecR}

: para ¢ = 1 até () faga

Inicialize W© ¢ H©®

(W, H,] < NMF(V, W HO T,.)
fy  f(W,.H,)

: fim para

: Qmin < argmin f,

retorna W

A R A T

Gmin Gmin

Apos o processo, todas as matrizes W, ¢ € {1,...,C'} podem ser multiplicadas,
resultando em uma tnica matriz W. Como mostrado pelos autores, isto reduz o
risco de convergéncia para minimos locais ruins, principalmente para matrizes mal
condicionadas.

Como pode ser observado no Pseudocodigo 2, a matriz V é fatorada em V =
W, H; usando um algoritmo NMF arbitrario. Apés a primeira iteracao, a matriz
V sera substituida pelo H;, gerando uma nova fatoracao. Esse processo pode ser
repetido até que se satisfaca algum critério de parada. Note que nao ha restrigoes

quanto ao uso de diferentes regras de atualizacao para cada camada.

Pseudocddigo 2 Multiplas camadas
Entrada:

V e RN

R: ntimero de componentes

C: ntmero de camadas
Saida: W € RY*® e Hp € RPN

: H() +—V

: para c =1 até C faga

[Wm Hc] «— NMFC(Hc—la R)
: fim para

retorna W =W, .-.- W, Hpo

15



3.2 Algoritmos

Apo6s o artigo publicado na Nature em 2001 por Lee e Seung, portas foram aber-
tas para a comunidade cientifica. Naquele ano foi demonstrado que a NMF pode
representar partes de rostos [12] e, paralelamente, ela foi utilizada para extrair infor-
macoes de textos. Anos mais tarde, em 2003, Bergman, Thmels e Barkai comecaram
a utilizar a fatoragao em microarranjos de DNA [42] e no mesmo ano, Smaragdis e
Brown estavam extraindo notas de uma musica polifonica [43].

Enquanto a NMF ia sendo aplicada nas mais diversas areas, multiplos algorit-
mos foram criados e adaptados. Em 2004, Hoyer propos a fatoracao utilizando uma
fungao-custo adaptada para esparsidade [1]. Surgiram métodos baseados em mini-
mos quadrados, assim como algoritmos que lidavam diretamente com restrigoes de
nao-negatividade. Quase-Newton [3|, FNMA (do inglés, Fast Non-negative Matriz
Approzimation) |2|, gradiente projetado [44], conjunto ativo [13|, pontos interio-
res |45, 46, minimos quadrados hierarquicos [14]| e block principal pivoting [47, 48]
sao alguns dentre muitos que podem ser citados. Esses dois tltimos, apds sofrerem
modificacoes ao longo dos anos, tém sido considerados como o estado da arte em
questdes de desempenho [49].

Os algoritmos descritos no resto dessa secao foram selecionados por trazerem
contetidos historicos, como as regras de atualizagoes multiplicativas de Lee e Seung,
ou para explicar um pouco dos algoritmos do estado da arte, como o conjunto ativo,

que serve como base para o entendimento do algoritmo block principal pivoting.

3.2.1 MUR

Lee e Seung mostraram como realizar um processo iterativo para realizar a mi-
nimizagao do problema da fatoragao utilizando a norma de Frobenius ou a distancia
de Kullback-Leibler como fungao-custo.

Ambas as fungoes sao convexas somente em W ou H, mas nao sao convexas em
ambas as variaveis, portanto o algoritmo desenvolvido resulta em 6timos locais. No
caso, Lee e Seung utilizam o método de gradiente descendente, que possui uma con-
vergéncia lenta para problemas que nao sao de programacao linear (LP, do inglés
Linear Programming) e é altamente sensivel ao passo escolhido. De fato, a esco-
lha de um passo inteligente garante o que eles chamaram de regra de atualizacao
multiplicativa (MUR, do inglés Multiplicative Update Rule), proporcionando que,
uma vez tendo-se matrizes nao-negativas, a atualizagao garanta a preservagao da

nao-negatividade.
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Para a norma de Frobenius, temos o problema definido como
1 LMy
minimizar f(W,H) = 2|[V — WH|2 = 5 2 ; IV -WH]|, (3.2)

onde as restrigoes sao ignoradas a principio. O processo iterativo consiste em al-
ternadamente realizar o método de gradiente descendente [50| para a matriz W e

H:

sendo? 7, uma matriz contendo os passos a serem escolhidos e V, f o gradiente.

Podemos reescrever a norma de Frobenius (Apéndice A)

1 1
SV = WHI = S T(V = WH)' (V - WH)|
1

= 5 {Tr(VIV) + Tr(H'WIWH) — Tr(H'W'V) — Tr(VIWH) |
= % {Tx(V'V) —2Tr(V'WH) + Tt (H" W WH) }
e assim, calcular seu gradiente em relagao a W torna-se mais facil:
Vw/f=WHH" - VH’. (3.4)
Analogamente, em relacao a H

Vuf=W'WH - W'V, (3.5)

e substituindo as Equagoes (3.4) e (3.5) na Equagao (3.3), as respectivas regras de

atualizagao sao dadas por

W« W — 5w (WHH" — VH")
H+H-ng (W'WH-W'V). (3.6)

A ideia proposta por Lee e Seung consiste em escolher um passo n, para que
a atualizacao seja sempre multiplicativa, resultando em fatores positivos caso as

matrizes sejam nao-negativas. Por isso, ao adotar® nyw = W © (WHHT) enNyg =

2y & utilizado por conveniéncia para nao ter que reescrever a mesma equacio para W e H.
30 simbolo ‘@’ representa a divisdo ponto-a-ponto: [A @ B); ; = [A]; ;/[Bl;;, Vi,j.
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Ho (W'WH), tém-se*

W+ Wo [VH" 0 (WHH)] (3.7)
H+Ho [W'Vo (W'WH), (3.8)

que sao as MUR propostas por aqueles autores para a norma de Frobenius. Reali-

zando o mesmo procedimento, mas desta vez adotando a divergéncia de Kullback-
Leibler

FOW,H) =Y ([V]m‘ og 2 = VI + [Wm) , (3.9

podemos reescrever COHIO5

f(W,H) =Tr [VT logV — VT 1ogV — 1V*My 4 1Nva}
=Tt (VP log V) — Tr(V  log V) + (3.10)
Tr (1N><MV) + Tl“(].NXMV),

sendo a operacao [log(A)l; ; = log([A]; ;) para todo i,j. Calculando o gradiente em
relacao a W
Vwf=—(VoV)H! +1MVNHT,

e em relacao a H

Vaf = -WT (Vo V)+ WMy,

e substituindo na Equacao (3.3), adotando nyw = W @ (lMXNHT) eng=HO

(WT1MxN) finalmente tém-se

wewol[(veova'|o @ Va") | (3.11)

H«HO { [WT(V %) \7)] o ( WT1MxN)} . (3.12)

Generalizando, as regras de atualizacoes multiplicativas sao construidas da seguinte

forma:

VxSl

[V fl+ (813)

X< XO
sendo [V, f]- e [Vy fl+ as partes negativa e positiva do gradiente V, f, respectiva-
mente.

Pode-se observar que em nenhum momento as restrigoes sao tratadas direta-

mente; no entanto, ao se adotar W HO v nao-negativos, as atualizagoes mul-

40 sfmbolo ‘®’ representa a multiplicagio ponto-a-ponto: [A ® B] = [A]; ;[B]; j, Vi,j.
50 simbolo ‘1V*M’ representa uma matriz com N linhas e M colunas com todos os valores
iguais a um. Isto &, [1V*M], . =1, Vi j.
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tiplicativas sempre garantirao a nao-negatividade de W H®  Além disso, Lee e

Seung demonstraram que a funcao é nao-crescente a cada atualizacao, i.e.,

(WOH®) (3.14)
(WEHDH®), (3.15)

O algoritmo proposto por Lee e Seung é, sem duvida, o mais utilizado nos mais
diversos campos de pesquisa com NMF, tendo passado por diversas ramificagoes
para permitir melhor adaptacao as restri¢coes do sistema de estudo.

Porém, esse algoritmo possui algumas desvantagens. Gonzales e Zhang [51] mos-
traram que a equacao acima nao implica necessariamente as condicoes da KKT
(Apéndice B). Além disso ¢ reportado por alguns autores que o método nao possui
rapida convergéncia e até mesmo falha em convergir [44, 51]. Outra desvantagem é
utilizar uma regra fixa no passo para ter as atualiza¢coes multiplicativas: uma vez
que um elemento é zerado, i.e., [xJ;; = 0 para algum par 7,j, ele continuaré como
zero, fazendo com que o algoritmo continue sempre em direcao a um minimo que

pode ser ruim.

3.2.2 Gradiente descendente

Nesta subsecao sera descrita a classe de algoritmos que sao baseados nos métodos
de gradiente descendente, caracterizados por buscarem o minimo da funcao-custo
indo no sentido oposto ao do seu gradiente (que aponta na diregdo de maior varia-
¢ao). Como mencionado, o algoritmo de atualizagao multiplicativa é um método de
gradiente descendente com uma regra fixa para o calculo do passo. De modo geral,

o método é definido por
X =X = nywdyo, (3.16)

onde dx“)

que variam de acordo com o algoritmo. Pode-se notar que, na forma que foi definida,

é a diregao e 1, € o tamanho do passo a ser dado na ¢-ésima iteragao,

essa atualizacao nao impede a matriz de adquirir valores negativos, fato que sera
discutido logo adiante.
3.2.2.1 Gradiente descendente projetado

O método mais simples de lidar com a nao-negatividade é utilizar a projecao
dos resultados, resultando no que ¢ chamado de método de gradiente descendente

projetado (PG, do inglés Projected Gradient). As formulas de atualizacdo sdo dadas
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por

W = [W( — Nw® w(t)f} ;

(3.17)
HtD — [H() _ nH(t)vH(t)fi| 7
+
onde [-]; denota a proje¢do de “-” no conjunto viavel {[-];; € R : [];; > 0},

Vwof e Vgo f sao os gradientes da fungao objetivo em relagao a W ¢ a H()
respectivamente, e 1y € 7@ sao os tamanhos dos passos a serem dados na t-ésima
iteracao.

A projecao no conjunto viavel pode ser realizada de diversas formas. No entanto,

“”»

por motivos préticos, as entradas negativas de sao alteradas para um valor € €

R, , de acordo com
H-i- = max{e, '}7 (318>

sendo max{e, Y} realizado ponto-a-ponto.

Existem diversos métodos na literatura que definem a escolha do passo no Pro-
blema (3.17). Lin [44] propos dois métodos diferentes para calcular o passo a ser
dado — regra de Armijo sobre o arco projetado pelo algoritmo de Bertsekas e regra
de Armijo modificada.

No primeiro caso, a cada iteracao t, o passo a ser dado é
(6
Naw = 1, (3.19)
onde k® & o primeiro inteiro ndo-negativo tal que
FOW® HED) — (WO HO) < o Tr {( ao )T [ H(+ H(t)] } . (3.20)

com 4 € (0,1) e o € (0,1). A taxa de aprendizado nw ¢é calculada de maneira similar.

No entanto, realizar a busca para encontrar o passo a ser dado é uma tarefa
bastante exaustiva, consumindo tempo demasiado de execugao do algoritmo; por-
tanto, € vantajoso encontrar 7, no menor nimero possivel de passos. Nesse caso,
considera-se que Ny (t-1) € Th() sejam parecidos. Por isso, ao realizar um sistema com
memoria onde 7, -1 € a estimativa inicial do passo a ser dado na iteragao seguinte,
o tempo gasto para encontrar a nova taxa de aprendizado é reduzido — processo
denominado pelo autor de regra de Armijo modificada. Em [44], foram utilizados
oc=0,01epu=0,1.
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3.2.2.2 Quase-Newton

Até agora, os métodos tém se resumido a encontrar pontos estacionarios da
funcao-objetivo com base em diregoes obtidas por aproximacgoes de primeira or-
dem, utilizando seu gradiente. Uma subsequente evolugao para isso é realizar uma
aproximacao mais fiel utilizando a informacao de segunda ordem da func¢ao-custo,

originando as atualizagoes do método de Newton

X(t+1) — X(t) _ (vi(t) f)*lvxu) f7 (321)

onde Vi f € asegunda derivada da fungao-custo calculada em relacao a matriz x. No
entanto, calcular diretamente a inversa da Hessiana pode ser um problema inviavel,
ou por ser esta desconhecida ou por ser mal condicionada ou por ser muito grande.
A classe de métodos com aproximacao de segunda ordem que resolvem o problema
de otimizacao sem lidar com a segunda derivada exata sao denominados de métodos
quase-Newton [50].

O principio dos métodos quase-Newton ¢é calcular a diregao de busca utilizando
uma matriz que assume de forma aproximada o papel da inversa da Hessiana.

No contexto da NMF, as regras de atualizacao para o método de Newton seriam

dadas por

W(t+l) = W(t) — Nw® (V%,Vu)f)_lvw(t) f; (3'22>
HO = HO — 0 (Vi /) Vo /. (3.23)

onde 7, € um escalar real nao-negativo que define o tamanho do passo a ser dado.
Entao, o problema consiste em encontrar (Vi )7t Como muitas vezes o problema
é esparso (e.g., representagoes de imagens ou espectograma de dudio), para se en-
contrar a inversa da Hessiana, alguma regularizacao é necessaria, originando as-
sim um método quase-Newton®. Zdunek e Cichocki [3| utilizam a regularizacao de
Levenberg-Marquardt com um parametro de regularizacao A e, além disso, reduzem
o tempo computacional utilizando uma fatoracao QR [52] para o célculo da inversa,

chamando esse algoritmo de PQN (do inglés, Practical Quasi-Newton). Logo,

QR =Vif+ (3.24)
RT'Q" = (Vo f+ A" (3.25)
RT'Q'Vyf = (Vif + AD)'Vy f (3.26)

6Note que o conceito de quase-Newton difere do encontrado em problemas de otimizacao, onde
a Hessiana ¢é estimada em vez de calculada [50].
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e assim, a forma final do método de quase-Newton é dada por

XY = [x® — R0\ Waols (3.27)
Wx(t) = Qi(t)vx(t)f (328)
Qx(t)RX(t) = Vi@)f + A, (3.29)

sendo I a matriz identidade e o operador ‘\’, a eliminagdo gaussiana [52]. Em
[3] adotaram 7, = 0,9. Como essa otimizacdo quase-Newton ndo garante a nao-
negatividade, é usada a projecao para o conjunto viavel do mesmo jeito que é feito
nos métodos anteriores.

Devido a esse passo de projecao, a NMF utilizando o método de quase-Newton
projetado pode levar a um aumento da funcao-custo, fato apontado e corrigido

por [2].

3.2.3 ALS

Outra classe de algoritmos para a NMF ¢é a de minimos quadrados alternados
(ALS, do inglés alternating least squares). Nesse tipo de algoritmo, a cada iteragao
é resolvido um problema de minimos quadrados de forma alternada, como mostrado
no Pseudocodigo 3.

Esta classe explora o fato de que o problema original nao é convexo, mas ¢
convexo para W e para H isoladamente. Portanto, dada uma matriz fixa, a outra

pode ser encontrada por um simples passo de minimos quadrados sem restricao,

V = WH (3.30)
W'V = W/WH (3.31)
H=(W'W)"'W'V =WV (3.32)
e alternadamente,
vl = (WH)" = H'WT (3.33)
HH"W” = HV' (3.34)
w7 = (HH?)'HVT = HT VT, (3.35)

sendo (-)I a pseudoinversa de Moore-Penrose. O método para garantir a nao-
negatividade é simplério, pois consiste em projetar todos os elementos negativos
provenientes dos minimos quadrados em zero. Realizar o processo dessa forma pos-

sui algumas vantagens, pois além de adicionar esparsidade (projetando valores ne-
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gativos em zero), o algoritmo néo é fixo em relacdo a um elemento zero como na

classe de algoritmos MUR, evitando, assim, minimos ruins.

Pseudocddigo 3 ALS-NMF
1: repita

2: (LS) Resolva H na equacio W WH = W'V

3: (NONEG) Projete todos os elementos negativos de H em 0
4: (LS) Resolva W na equacio HH' W’ = HV”

5: (NONEG) Projete todos os elementos negativos de W em 0
6: até critério de parada ser satisfeito

3.2.4 ANLS

O método imposto pelo ALS é muito simples e nao tem garantias de convergéncia,
pois nao ¢ facil realizar sua analise devido a projecao. No entanto, é de consenso
académico que esse método nao é poderoso o suficiente para a utilizacao da NMF
em suas mais diversas aplicagoes.

Por isso, gerou-se uma generalizagao da classe ALS, dada no Pseudocddigo 4,
denominada de ANLS (do inglés alternating non-negative least squares), onde sao
realizadas minimizagoes com restri¢oes do tipo NNLS (do inglés non-negative least
squares) [13, 35]. De certo modo, os algoritmos propostos anteriormente também

podem ser vistos como uma subclasse da ANLS.

Pseudocoédigo 4 ANLS-NMF
1: repita

2: (NNLS) Encontre H"*Y tal que: min
H(t+1)20

HO WO _ VTH2
F

2
3: (NNLS) Encontre WED gal que: min HW(t)H(tH) — VH
W(t+1)20 F

4: até critério de parada ser satisfeito

3.2.4.1 Minimos quadrados nao-negativos hierarquicos

Cichocki et al. [14] foram dos primeiros a propor utilizar fun¢ées-custo de maneira
local cuja minimizagao é realizada hierarquicamente (dai o nome do método) através
de simples atualizagoes ALS.

Nesse caso o problema pode ser fatorado como um conjunto de minimos quadra-
dos do tipo
2
" (3.36)

N [
min — HYZ — a,‘XiT
a;>0,x;>02

23



para i € {1,...,R} (ver Segao 2.3), onde

Y=Y =) ax] (3.37)
r#£i

sendo a; € RM*! as colunas da matriz A e x! € R™¥ as linhas de X. A construgao
. ~ o R .
do conjunto dessas fungdes-custo segue do principio que Y = " a,x,7, ou seja,
¢ uma soma de matrizes de posto um. Com isso, o algoritmo a cada iteracao reduz
o posto da matriz a ser fatorada, realizando a minimizacao hierarquicamente. As

derivadas em relagao aos vetores a;, X; sao dadas por

) .
ax]: = =a/ax; —a/Y; (3.39)

Igualando-se o gradiente a zero e assumindo que as restrigoes serao satisfeitas for-
¢ando a nao-negatividade projetando os valores negativos para quase zero, as regras

de atualizacao hierarquicas sao dadas por:

T Ty
X; {afaiai YZ}+ (3.40)
1 ~T .
a; <— %YZX +7 1€ {17-”7R}7 (341)

onde [-]; = max{e, -}, e € € uma constante para evitar instabilidade numérica. Essa
simples atualiza¢ao possui uma desvantagem: pode ser extremamente lenta [14]. No
entanto, as colunas de A podem ser estimadas simultaneamente em vez de uma por
uma; e além disso, adotando-se a normalizacao das colunas de a; pela norma /s,
obtém-se um algoritmo mais rapido, onde as linhas de X sao atualizadas localmente

e as colunas de A sdo atualizadas globalmente [14]:

xT [aT Y] , (3.42)
+

A« [YXT(XXT)™] (3.43)

iy

Ademais, pode-se aplicar o método quase-Newton para estimar a matriz A, uti-
lizando informacdes de segunda ordem. A Hessiana ¢ dada por” V3 f =1® XX e
RMEXME ¢ tem uma estrutura blocodiagonal. Como a Hessiana pode ser mal con-
dicionada, especialmente se X for esparso, pode-se aplicar o método de Levenberg-

Marquardt para controlar o condicionamento da matriz. Com isso, teremos o se-

"0 simbolo ‘®’ representa o produto de Kronecker: [A @ BJ; ; = [A]; ;B, Vi,j.
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guinte algoritmo:

x! [af?i] (3.44)
+

A+ )\Oe*Tt (345)

A [A-(AX-Y)XT(XXT+ 2D, (3.46)

onde t é a iteragcao. O uso de um A exponencial vem de uma analogia com o
simulated annealing [53|, e evita que o algoritmo fique preso em minimos locais.
O autor em [14] utilizou, heuristicamente, os parametros Ay = 100 e 7 = 0,02 e
em [54], os mesmos autores apresentaram uma versao ainda mais eficiente e rapida

do algoritmo.

3.2.4.2 Conjunto ativo

Os outros algoritmos mostrados até aqui nao lidam especificamente com o pro-
blema da restricao de nao-negatividade, e o método de conjunto ativo (do inglés
active set) visa a contornar esse problema. A NMF com fungao-custo dada pela
norma de Frobenius pode ser reformulada como a minimizacao de multiplos proble-

mas de minimos quadrados

1 2 1 2 1 2
mino |AX — Yy — minc |[Ax; —y, [, mincflAxy —ynll,  (347)
onde X = [x; -+ xy] € RPN ¢ Y = [y; -+ yy] € RM*N. A fungao-custo ¢

estritamente convexa, e portanto garante solucao tnica se e somente se A tiver posto
completo por colunas. No contexto da NMF, assumiremos que as matrizes H ¢ W
possuem posto completo por colunas, ja que formam a matriz A e R < min(M,N).
Entao, cada NNLS

1 2
min || Ax — |

pode ser resolvido utilizando-se o método de conjunto ativo [13]. O método de
conjunto ativo faz uma busca do conjunto 6timo de restrigoes ativas e inativas. No
caso, se x; = 0,4 € {1,..., R}, a restrigdo é considerada ativa; no caso contrario,

x; > 0, é considerada inativa. Esse método é motivado pelo fato de que, dadas as
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condigoes da KKT (Apéndice B),

AT(Ax —y) = A =0 (3.48)
x>0 (3.49)

A>0 (3.50)

Niz; =0, i=1{1,..., R}, (3.51)

e caso esses conjuntos sejam conhecidos a priori, a solucao é direta, ja que para o

conjunto inativo \; = 0; entao,
ATAx = ATy, (3.52)

Sejam x® uma solucéo viavel obtida na t-ésima iteracdo e A® o conjunto que
contenha os indices das restrigoes ativas, denominado de conjunto ativo. Na proxima

iteragao teremos
xHD — x(®) 4 n(t)d(t), (3.53)

onde o passo n®) é ndo-negativo. As restricoes que estao ativas em x® continuardo

ativas se

2 =0, je AW, (3.54)

J

o que leva a
d =0, jeAW. (3.55)

J

Portanto, a direcao pode ser encontrada resolvendo-se o seguinte problema:
min f(x+d), sujeitoad; =0, € A, (3.56)

onde a restricao é escolhida para que os elementos na fronteira nao possam ser

alterados. A Equagcao (3.56) pode ser reescrita como
min d"ATAd” + p’d, sujeitoad; =0, j € A, (3.57)

onde p = —ATy + ATAx é o gradiente da funcao-custo original. Eliminando o

conjunto ativo A do problema, teremos

min dp’ AT Aywdpw” + py dy, (3.58)
w
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sendo Ay, o subconjunto das colunas de A que representa a varidvel no conjunto
de restri¢oes inativas W2, bastando, assim, a simples resolucao de um problema de
minimos quadrados sem restri¢oes.

Apos se determinar a direcao a ser dada, o passo 7 € escolhido de modo a minimi-
zar a funcéo-objetivo no ponto x® + nd(t) sem violar nenhuma restricao. Podemos,

matematicamente, escrever o problema como
min ¢(x + nd), sujeito a x+nd >0, n > 0, (3.59)

onde « é um escalar e x, d sao dados. A derivada da funcao-custo é dada por

d
d—nqﬁ(x +nd) = p’d+nd"ATAd, (3.60)
d2

d—772¢(x +nd) =d"ATAd. (3.61)

Nesse caso, como d ¢ uma direcao decrescente, i.e., p'd < 0, temos um ponto de
minimo tnico para o problema sem restricdo dado por Nm.x = —p’d/d’ ATAd.
Portanto, temos que a funcao é decrescente no intervalo [0, Nmax)-

Quando d = (dyy,d4) com dyy e d4 dado pela solugao da Equagao (3.58), temos
que d"ATAQ" = dy A Awdy" e pd = py, dyy. Se dyy satisfaz as condigoes

da KKT na Equacdo (3.58), dywAw” Aydyy = —py, " dyy. Entdo
Tmax = 17 (362)

o que nos diz que a solucao 6tima do passo para uma otimizacao sem restricao é o
passo unitario. No entanto, x + nd > 0 pode impedir que n*, a solugao 6tima da
Equagao (3.59), seja unitaria. Como a fungao-custo ¢ decrescente no intervalo (0,1),

a minimizac¢ao com restricao sera o maximo passo possivel

Nfeas = jer\/r\/l%?(<0 < dj ) . (363)

Se Ngeas NA0 for o passo unitario, ao menos uma variavel z; ird para a fronteira.
Nesse caso, o algoritmo deve atualizar A e W, movendo j de W para A e assim,
uma restrigdo ¢ adicionada ao conjunto ativo. O Pseudocodigo 5, adaptado de [13],
demonstra como ¢é feita a implementacao do método de conjunto ativo.
Inicialmente, o algoritmo postula que todas as varidveis pertencem ao conjunto
ativo e a cada iteracao determina qual o indice desse conjunto que minimiza o
gradiente da funcao-custo. Entao, essa variavel é movida para o conjunto W, dando

sequéncia ao algoritmo descrito acima. O processo s6 termina quando o conjunto

8Foi usado “W” por representar o conjunto de variaveis de trabalho (do inglés, working set).
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ativo estiver vazio ou nao contiver mais nenhuma variavel que minimize a funcao-
custo.

Uma das desvantagens desse método é permitir somente a mudanca de um indice
por vez para o conjunto ativo. Um meio de contornar esse problema é apresentado
em [48], utilizando o método denominado BPP (do inglés, block principal pivoting),
baseado no conjunto ativo, que permite que multiplas varidveis transitem entre os

conjuntos ativo e inativo a cada iteragao, agilizando o processo.

Pseudocédigo 5 AS-NLS

1: g+ 0

22 A+ {12,....R}

3 W0

4: p+— Al(y — Ag)

5: enquanto A # () e 3j¢€ A|p; >0 faga
6: i+ {ie A| max p,}

T: Mova ¢ de A para W

8: Resolva min [[Apwz — yyl|

9: enqua\ntoZ 2; <0VjeW faca

10: n e amax {-0;/(z = 9;)}
11: g« g+n(z—g)

12: Mova do conjunto W para A todos os indices j € W para o qual g; = 0
13: Resolva min ||Aywz — y, ||
14: fim enquantzo
15: g< 2z

16: p < AT(y — Ag)

17: fim enquanto

3.2.5 Outros algoritmos

Como ja mencionado, existem diversos modos de realizar a fatoragao de matrizes
nao-negativas. Sao poucos os trabalhos encontrados na literatura que fazem uma
boa comparagdo entre esses diversos algoritmos, como ¢é feito em [48]. A Tabela 3.1
faz uma breve comparacao dos algoritmos citados acima e mais alguns encontrados

na literatura.

3.3 Critério de parada

Os algoritmos para a NMF nao restrigem qual é o critério de parada a ser utili-

zado e, além disso, nao ha estudos especificos para decidir qual é o melhor meio de
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Nome | Descrigao Pros Contras
ALS Algoritmo de Berry et | Velocidade Convergéncia
al. [55] baseado em mini-
mos quadrados alternados
MUR | Algoritmo multiplicativo de | Facilidade de im- | Velocidade de con-
Lee e Seung [7] plementacao vergéncia;
Minimos ruins

SNMF | Algoritmo  baseado em | Controle de espar- | Minimos ruins

MUR com esparsidade [1] sidade facilmente
ajustavel
PG ANLS com gradiente proje- | Melhores minimos | Projecao;
tado de Lin [44] locais Aproximagao  de
primeira ordem

HALS | Algoritmo baseado em mi- | Velocidade; Projecao
nimos quadrados alterna- | Generalizacao
dos (14, 54]

PQNZC | ANLS de Zdunek e Ci- | Melhor convergén- | Mau funciona-
chocki [3] utilizando o mé- | cia mento para matri-
todo de quase-Newton zes grandes

PQNK | ANLS de Kim [2] uti- | Convergéncia Velocidade
lizando o método quase- | garantida
Newton projetado

AS ANLS com método de con- | Robustez; Posto completo da
juntos ativos de [13] Convergéncia matriz A;
Uma  atualizagao
por vez
BPP ANLS com método de block | Velocidade; Generalizacao da
principal pivoting de [48| Convergéncia funcao-custo

Tabela 3.1: Comparacao entre os diversos métodos para a NMF.
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definir quando o algoritmo deve parar ou nao. Muitos autores preferem definir um
nimero maximo de iteragdes, ou entdao o maximo de tempo decorrido (em segun-
dos), ou a juncdo de ambos os critérios. Entretanto, com o intuito de evitar excesso
de contas sem alguma melhoria aparente, pode-se usar como critério de parada a

distancia relativa entre duas fatoragoes:

f(t+1) . f(t) _ f(W(t—i-l)’H(t—i-l)) _ f(W(t),H(t)) <, (3.64)

sendo € € R, tao pequeno quanto se queira. Ou entao, pode-se expressar a porcen-

tagem desta diferenca

£+ — 5O

Apesar de os critérios de parada citados acima serem muito utilizados, nao garan-
tem que o algoritmo convergiu para um ponto estacionario [44], ou seja, o decréscimo
da fungao-custo pode ser pequeno, mas nao necessariamente garante que convergiu
para um ponto de minimo local.

Um critério mais rigoroso foi proposto por LIN [44]. De acordo com as condigoes

da KKT (Apéndice B), W, H sao pontos estacionérios se e somente se

W >0 H >0, (3.66)
Vw/ >0 Vauf >0, (3.67)
WO Vw/f =0 H®O Vyf=0. (3.68)

Definindo-se o gradiente projetado Viy f

[VWf]i,j7 caso [VWf]ZJ < 0 ou [W]@j > O,

[Vw Ilij = : (3.69)
0, caso contrario,
e Vi f de modo similar, as condigoes da KKT podem ser reescritas como
Viwl =0, Vif=0. (3.70)

Usando a raiz quadrada da soma das normas ao quadrado dos gradientes projetados,

podemos definir o critério de parada como

A
— < 71

sendo A = \/HV%VfH%—i- V5 fI%, Ag o valor de A para W e H iniciais ¢ € a
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tolerancia desejada.

Apesar de esse critério de parada ser util em quase todos os casos, ele possui
uma desvantagem. Considere uma matriz diagonal D € RfXR de modo que WH =
WD 'DH, nao alterando assim o valor da funcao-custo, porém alterando a norma
do gradiente projetado, j& que (Vywp-1f, Vouf) = (VwfD,D 'Vuf). Entdo, se
uma NMF tende a colocar grande peso em W e pesos pequenos em H, o método
tende a atender o critério de parada. Um modo de contornar esse problema é citado

por Ho [56], efetuando um passo de normalizagdo antes de computar a norma.

3.4 Adicionando restricoes

Apesar de muitos algoritmos indiretamente lidarem com outras restrigoes, como a
esparsidade, pode ser interessante em muitas aplicacoes estabelecer regras especificas
para garantir que a representacao da NMF contenha algum sentido fisico como na
clusterizacao, onde é necessario gerar um dicionario esparso para que haja menos
informagoes redundantes, ou em adudio, em que é interessante manter continuidade
temporal das emissoes de um instrumento para que soe natural.

As restri¢goes podem ser incluidas como

minimizar fOW, H) + aqJw + afzJu
sujeito a W >0,
H>o0, (3.72)

5x1 N L~ .
sendo a,, € R**" o0s pesos correspondentes as S restri¢oes (penalizagoes) J,.
Dependendo do método a ser utilizado para realizar a fatoragao, é necessério
que se tenham as informacoes do gradiente e da Hessiana da funcao J, para serem

incorporadas nos diversos métodos supracitados.

3.4.1 Esparsidade

Uma das restrigoes mais utilizadas é a de esparsidade. As representacoes de
alguns sinais reais, como imagens ou dudio, tendem a ser esparsas, por isso inimeros
métodos tentam lidar com esse critério.

A minimizacao da norma® ¢, seria a melhor escolha para maximizar a esparsidade
do sinal desejado; no entanto, a fun¢ao nao é convexa [50].

Outro problema a ser considerado ao se adotar a norma ¢, esta ligado as re-

presentacoes de sinais naturais ditos esparsos. Nesse sentido, o sinal esparso, como

9Nao é formalmente uma norma, pois ndo obedece a desigualdade triangular nem o critério
de homogeneidade; no entanto, tomamos essa liberdade na monografia, como em tantos textos
técnicos.
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ja descrito, nao contém zeros de verdade, mas sim valores bem proximos de zero,
tornando a contagem que a norma zero realiza impraticavel em cenéarios realistas.

Para contornar esse problema, utiliza-se uma norma convexa “proxima” ¢,, com
p=> L

3.4.1.1 Norma ¢,

De forma generalizada, podemos empregar a norma ¢,, p > 1, com Jr =

> )P = x|, onde x = vec(X)!?. Seus gradiente e Hessiana sao dados por

Y X’(p_l)

o HX“ngil)’ (3 73)
V2 (Vattr ox ) - v |
XX — diag (V,J? ox ') — Vy Jor |
(p—1) 1],

para qualquer p > 1, onde x? eleva cada componente do vetor ao expoente p. Essa
medida de esparsidade é utilizada em diversas areas, sendo o mais usual considerar-se

o valor de p igual a 1.

3.4.1.2 Outras medidas de esparsidade

Ha diversas outras medidas de esparsidade que podem ser implementadas, tal

como a esparsidade de Hoyer [1]

v =[x /[l

= 3.74
spar (x) i1 (3.74)

com x € R”. Pode-se reescrever esta restrigao para X,
Jx = (s [vee(X)l, — [lvee(X)|,)*, (3.75)

onde ¢ = VRN — (\/R_N — 1)v e a esparsidade desejada é especificada através de
v € 10,1]. Esta medida é normalizada, i.e., o vetor mais esparso possivel que contém
somente um elemento nao-zero tem spar(x) = 1, enquanto um vetor com todos os
valores iguais tem o valor de esparsidade zero.

Em [57] também ¢ definida como critério de esparsidade uma fungao logaritmica
Jx = |log(1 + X ® X)||? tal que, para uma matriz maximamente esparsa (X = 0),

a funcao se aproximara de zero.

0 Transformagao da matriz X em um vetor, i.e., vec(X) = [X11 -+~ Xy1 X12 -+ Xun]T.
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3.4.2 Continuidade e suavizagao

Outra caracteristica desejavel para uma representacao realistica de um sinal na-
tural é a continuidade. Um sinal dito continuo deve ser diferenciével, e por isso ¢é
intuitivo considerar J4 = ||TX]|3, onde T é uma matriz de transformagao repre-
sentando a primeira ou segunda derivada das colunas da matriz X. O gradiente e a

Hessiana sao dados por

VxJg = TTTX, (3.76)
ViJx =12 T'T. (3.77)
Outro critério de continuidade que pode ser utilizado é dado por Jx = —|T ®

(XTX)|, sendo T uma matriz de Toeplitz, utilizada para fazer a ponderacio das
correlagoes entre cada quadro e os demais quadros como uma exponencial decres-
cente, para que quadros mais proximos sejam maximamente parecidos entre si. Ja
em [58], forgam a continuidade temporal definindo Jx = + ||(I — T)XT”; onde T
¢ o operador de convolugao.

Como se pode observar, ha muitas restricoes que podem ser utilizadas para
melhorar a fatoragao, e para cada uma dessas restricoes hé diversas métricas. As

melhores estratégias serao sempre ditadas pela natureza da aplicacao.

3.5 Outros tipos de funcao-custo

Por mais que as fungoes-custo utilizando a norma de Frobenius ou a divergéncia
de Kullback-Leibler sejam as mais empregadas pelos mais diversos pesquisadores, é
de senso comum que, em muitas aplicagoes, elas nao se adaptam bem para represen-
tar o que se deseja. Como, por exemplo, em aplicagoes envolvendo audio é comum
utilizarem a distancia de Itakura-Saito ou entao a divergéncia de Kullback-Leibler,
que parecem se aproximar melhor de como funciona nossa audi¢cao. Muitos artigos
propoem medidas alternativas de distor¢ao, como, por exemplo, distancias de Hel-
linger, de Pearson e alfa-divergente (sendo estas uma subclasse das divergéncias de
Csiszar [59]) ou a divergéncia de Bregman [60].

Vale ressaltar que a fungao-custo f deve ser convexa, ou seja, ter um ponto de
minimo e ser zero se e somente se V. = \7, porém nao necessariamente deve satisfazer
os critérios de distancia, como a divergéncia de Kullback-Leibler, que desobedece a
desigualdade triangular.

Févotte e Cemgil [61] demonstraram que utilizar como fungoes-custo distancia
euclidiana, Kullback-Leibler ou Itakura-Saito equivale a considerar V ~ p(V|WH)
uma distribuicao gaussiana, de Poisson e de Gamma, respectivamente, cobrindo

assim, uma grande area de aplicabilidade e modelagem de sistemas.
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Escolher a fungao-custo correta nao é um tarefa facil. Recomenda-se comparar
o desempenho do algoritmo variando a funcao-custo, dado um conjunto de dados
de teste. Entao, a fungao que prové os melhores resultados é escolhida. Um resumo
de qual fungao-custo que se deve utilizar para melhor adaptar seus dados pode ser

visualizado na Tabela 3.2.

Tipo do dado Distribuicao f(W, H) Exemplos
Real Gaussiana Frobenius Imagens
Inteiro Multinomial KL Contagem de palavras
Inteiro Poisson KL generalizada Contagem de fotons
Nao-negativo | Gamma multiplicativa | Itakura-Saito Dados espectrais
Nao-negativo Tweedie B-divergente Generalizacao dos modelos acima

Tabela 3.2: Como escolher a fungao-custo? (Adaptado de Cédric Févotte).

3.5.1 [-divergente

Pelos motivos expostos acima, uma fungao-custo generalizada muito utilizada é

a (J-divergente, definida como

s W0+ (B —1)a" = Byx] . B e R\{0,1}
feyllz) = ¢ ¥ —log ¥ — 1, B=0 (3.78)
ylog? +x —vy, B=1,

cujos gradiente e Hessiana sao dados por'!

Vxf5(Y[[AX) = AT [(AX)P) - Y & (AX)#2)] (3.79)
Vx f3(Y||AX) = diag([H].,;), i€ {l,...,N}, (3.80)

sendo

H, = (3 — 1)A” diag {[AX]jf‘”} A
(6 — 2)AT diag {[Y © (AX) 9]} A.

Adotar f = 0 é o mesmo que utilizar a divergéncia de Itakura-Saito, § = 1 a
divergéncia de Kullback-Leibler e § = 2 a distancia euclidiana. Portanto, adotar
essa funcao deixa o problema generalizado para diversos tipos de aplicagoes.
Adaptacgoes das MUR com a funcao-custo [-divergente foram apresentadas por
Févotte e Idier [62]. Note que os outros métodos também podem ser adaptados,

necessitando apenas de algumas modificagoes.

11O operador diag(-) transforma um vetor em uma matriz diagonal.
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3.6 Efeitos de regularizacao

De modo geral, independentemente do algoritmo utilizado, pode-se determinar
se a solugao encontrada ¢ um ponto de minimo ou nao verificando as condigoes
de otimalidade. No entanto, a NMF contém infinitos pontos de minimos locais e
globais. Dadas uma matriz D invertivel e as solucoes W e H, as novas solugcoes WD
e D7'H também sdo solucdes 6timas do problema, com mesmo custo. Portanto,
qualquer permutacao e mudanca de escala é solucao do problema. Para amenizar
esse fato, alguns autores realizam alguma regularizacao, como a normalizacao das
linhas ou colunas dessas matrizes [55|, dificultando, assim, a anélise de convergéncia
do algoritmo. Por isso, provas sobre a taxa de convergéncia desses algoritmos ainda

sao um problema em estudo.

3.7 Interpretacao

Quando Lee e Seung propuseram seu algoritmo para a fatoragao, eles tinham o
intuito de representar um conjunto de faces por partes, tais como orelhas, bocas etc
(Figura 3.2). Porém, a NMF nao ¢ limitada somente a isso, podendo ser empregada
em diversas areas, admitindo diversas interpretagoes (e.g., Figuras 3.1a, 3.1b e 3.1c¢).
Como a NMF é uma fatoracao, pode-se utiliza-la para reducao da dimensionalidade
do problema (ja que R < min(M,N)), reduzindo assim o espago necessario para
guardar informagoes redundantes e o tempo de envio através da web, por exemplo.
No plano de mineragao de texto, V é uma matriz que representa a frequéncia com
que cada termo aparece em um determinado documento, a fatoracao encontra uma
matriz W que representa um conjunto de palavras e H é a matriz de documentos
codificados. Na area de processamento de imagens, V pode corresponder aos pixeis

de uma imagem corrompida e a fatoracao resultante V ser a imagem reconstruida.
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(b) Interpolagao, e.g., filtragem colaborativa, reconstrugao de imagem [63].
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(c) Unmizing, e.g., separacao de fontes sonoras/imagens.

Figura 3.1: Diferentes usos para a NMF. (Imagens adaptadas de Cédric Févotte,

Junho de 2015).
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Figura 3.2: Demonstracao de Lee e Seung de que a NMF pode aprender formas que
relembram partes de rostos. Na figura acima, a matriz W provém de uma base de
dados de mais de dual mil faces condensadas em 49 padroes.

3.7.1 Aplicagoes em audio

Em audio, a matriz V é um espectograma de magnitude, pois o processamento
costuma ocorrer no plano tempo-frequencial e as informagoes relevantes costumam
estar na magnitude, nao na fase. Nesse caso, W contém a base espectral de cada
fonte sonora!? e H contém as ativacoes temporais de cada base espectral, como pode
ser conferido na Figura 3.3.

Como foi dito, a NMF representa um todo como uma soma ponderada das partes;
no caso de audio, cada base espectral é ponderada por seus ganhos, e cada fonte
separada é composta da soma dessas contribuigoes; o espectograma de magnitude da
mistura é visto, entao, como uma soma ponderada dos espectogramas de magnitudes

das fontes separadas. Temporalmente,
Y = a1X; + Xy, Qp, 9 € Ry, (3.81)

onde y é a mistura e x; e xy sao as fontes. Realizando a representacao tempo-

frequencial,
Y = CV1X1 + OéQXQ, (382)

onde Y, X; e Xy sao as representagoes tempo-frequencial aplicando-se a trans-

formada de Fourier de curto termo (STFT, do inglés Short-Time Fourier Trans-

12Nota-se que o conceito de fonte sonora nao estd bem definido, podendo ser, por exemplo, um
piano de concerto, ou cada uma de suas teclas, ou ainda cada corda percutida pelas teclas (nos
casos de notas com 2 ou 3 cordas).
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Figura 3.3: Exemplo ilustrativo de como é um grafico da NMF para a BSS em audio.
A matriz W contém os padroes e H contém a intensidade de ativagdes ao longo do
eixo das abscissas. Adaptado de [64].

form) [65] nas variaveis y, x; e Xo, respectivamente. Portanto, o espectograma de

magnitude é dado por
Y] = a1 Xy + apXo| < an || Xy ] + [oe][Xal, (3.83)

o que claramente nao corresponde & soma ponderada dos espectogramas de magni-
tude das fontes separadas. Portanto, é feita uma aproximacao, que melhora quanto
menor for a sobreposi¢ao tempo-frequencial entre as fontes.

A NMF apresentada nesse capitulo consegue realizar uma separacao satisfato-
ria de instrumentos percussivos, cujos padroes variam muito pouco ao longo do
tempo. Para instrumentos mais complexos, h& variantes do método, como a fatora-
¢ao deconvolutiva de matrizes nao-negativas (NMFD, do inglés Non-negative Matriz
Factor Deconvolution) [11]|, que permite que um padrao de frequéncia evolua com
um tempo, tal como ocorre com notas de instrumentos, que extrapolam a duracao
de um quadro. Portanto, a NMFD considera cada nota de um instrumento como

uma fonte. Porém, para representar um instrumento como um todo, é interessante
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que cada padrao espectral possa ser deslocado no eixo das frequéncias, modelando
assim, o conjunto de notas que podem ser emitidas por um instrumento musical. O
método que permite isso é a fatoracao duplamente deconvolutiva de matrizes nao-
negativas (NMF2D, do inglés Non-Negative Matriz Factor 2-D Deconvolution) que
pode ser conferida em [66]. Caso haja o interesse em aprofundar os conhecimentos
dessas representagoes, vale a pena conferir os trabalhos realizados por Tygel [64] e
Almeida [67].
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Capitulo 4
Experimentos com NMF

Este capitulo tem o intuito de realizar comparagoes entre as mais diversas im-
plementagoes da NMF, visando a determinar quais as qualidades e os defeitos de

cada um dos algoritmos.

4.1 Meétodo de avaliacao

Existem diversos tipos de abordagens que podem ser adotadas para avaliar se a
fungao-custo é minimizada. No caso, como a funcao-custo é a distancia euclidiana,

foi adotada a reducao relativa da fungao-custo

HY _ AX®
1Y [l

E (4.1)

onde o indice t corresponde a t-ésima iteracao do algoritmo. Vale notar que ao
utilizar essa figura de mérito, a qualidade de separacao nao é considerada, porém
o intuito deste capitulo ¢ avaliar a convergéncia dos algoritmos. Por outro lado,
avaliar a qualidade da separacao requer a realizagao de testes objetivos e subjetivos,

tema que sera abordado mais a frente.

4.2 Base de dados

Como o intuito principal é avaliar a eficacia de diferentes métodos para a fatora-
¢ao de matrizes nao-negativas, foram realizados testes em 5 bases de dados naturais,
tal como em [48]'. Na Tabela 4.1, podem ser conferidas as informagoes sobre essas
bases de dados. Entre elas, ha duas bases de texto esparsas. O corpus da TDT2 (do
inglés The Topic Detection and Tracking 2) contém vérios artigos de varias fontes
como New York Times, Cable News Network (CNN) e Voice of America (VOA),

!Porém comparando mais métodos e utilizando métricas de avaliacdo de qualidade.
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todas de 1998. O corpus foi marcado manualmente através de 96 topicos distintos
e tem sido amplamente utilizado em mineracao de texto. Desse corpus, foram se-
lecionados aleatoriamente 40 topicos nos quais o numero de artigos excedesse 10.
Contando a frequéncia de termos em cada um desses documentos, obteve-se uma
matriz de tamanho 19.000 x 3.087. A outra base de texto, The Newsgroups 20,
é uma colecao de documentos classificados em 20 toépicos, de onde se extraiu uma
matriz de documentos 26.214 x 11.314.

H&a também, como pode ser visto na Tabela 4.1, uma base de dados de imagens.
A base de dados faciais criada pelo laboratorio da AT&T de Cambridge (ATNT)
contém 400 imagens de rostos de 40 pessoas diferentes, com 10 imagens por pessoa.
Cada imagem tem 92 x 112 pixeis em tons de cinza representados usando 8 bits,
resultando em uma matriz de tamanho 10.304 x 400.

No campo de separacao de sons, a base utilizada serd um excerto da compilada
pela SiSEC? para um dos seus desafios de separar uma ou mais fontes de gravacoes
profissionais. O &udio contém miiltiplos instrumentos além de voz cantada, e estéa
amostrado em 441 kHz. Esse sinal foi processado calculando-se sua STFT com
quadros de 1024 amostras, passos de 256 amostras, uma DFT (do inglés Discrete
Fourier Transform) de 2048 pontos e utilizando a janela de Hamming. A matriz V
é dada como o moédulo desse espectro resultante.

Por fim, para mostrarmos o funcionamento da NMF no campo de misturas aditi-
vas, foi utilizada uma base disponibilizada pela universidade de Stirling®, contendo
6 fotos com 275 x 350 pixeis das faces de 2 pessoas com expressoes distintas. Foi
gerada uma matriz de mistura aditiva H € RS‘FXH que, apo6s ser multiplicada pela

matriz W contendo uma imagem por coluna, resulta na Figura 4.1.

Base de dados Tamanho Esparsidade
TDT?2 19.000 x 3.087 99,69%

20Newsgroup | 26.214 x 11.314 99,66%
ATNT 10.304 x 400 0,0%
SiSEC 513 x 41.792 66,87%
Stirling 96.250 x 12 23,71%

Tabela 4.1: Informagoes das bases de dados utilizadas. A esparsidade foi calculada
considerando valores menores que 0,01% do maximo encontrado para cada uma
dessas bases de dados.

’https://sisec.inria.fr/home/2016-professionally-produced-music-recordings/
3http://pics.stir.ac.uk
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Figura 4.1: As imagens contidas na matriz V para a base Stirling.

4.3 Algoritmos utilizados

Dentre os algoritmos que serao mostrados, foram implementados pelo o autor o
ALS, MUR, PG (com ¢ = 0,01 e p = 0,1) e 0 HALS (Equacoes (3.40) e (3.41)), se-
guindo como referéncia o livro “ Nonnegative Matriz and Tensor Factorization” |58|.
O dltimo algoritmo citado foi adaptado de uma implementacao feita pelos autores
em [48], e os algoritmos ASGROUP (modificagdo do algoritmo AS para aumentar
sua velocidade) e BPP foram disponibilizados pelos mesmos autores. Em todos os
resultados que serao mostrados foi realizada a média de 5 simulagoes para cada

algoritmo.

4.4 Resultados

Para bases grandes, como SiSEC, ATNT, TDT2 e 20Newsgroup, o algoritmo
PQN demonstrou ser muito ineficiente a medida que a simulacao aumentava a quan-
tidade de componentes a serem fatoradas, devido ao mau condicionamento da Hes-
siana. Por esse motivo, o algoritmo foi excluido dos resultados que serao mostrados
adiante.

De todos os algoritmos testados, o classico MUR ¢é o que apresenta o melhor
balanco de tempo gasto por iteracao para todos as R componentes, como visto nas
Figuras de 4.2 a 4.4, apesar de os outros algoritmos possuirem resultados similares
para um R baixo. O PG e o ASGROUP consomem mais tempo por iteragao, pois o
PG tem um passo interno para determinar o passo 6timo (Equagao (3.19)), enquanto
o ASGROUP realiza diversas iteragoes internas para encontrar o conjunto ativo, o

que pode ser custoso computacionalmente.
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Com o aumento do R, encontrar o passo 6timo para o gradiente descendente

projetado se torna uma tarefa cada vez mais dificil, aumentando exponencialmente

o tempo por iteracao do PG. Em bases esparsas, o algoritmo BPP sobressai ante o
ASGROUP, devido a utilizagao da fatoragao de Cholesky [47], economizando pro-

cessamento por iteracao e mantendo-se estdvel. No entanto, para uma base densa

(ATNT), o algoritmo deixa de economizar processamento, aproximando-se do AS-

GROUP, como pode ser visto na Figura 4.4d.
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Figura 4.2: Tempo acumulado gasto ao longo das iteracoes utilizando R = 10.
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Figura 4.3: Tempo acumulado gasto ao longo das iteracoes utilizando R = 80.
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Figura 4.4: Tempo acumulado gasto ao longo das iteracoes utilizando R = 160.

Apesar de os algoritmos ALS, MUR e HALS terem desempenho semelhante
nessa avaliagao, ao compararmos a reducao da funcao-custo ao longo do tempo,
como se vé na Figura 4.5b, o ALS falha em acompanhar os outros algoritmos para o
mesmo ponto de minimo, até mesmo divergindo em alguns casos, vide Figuras 4.5¢
e 4.5d, devido a sua aproximagao rudimentar ao problema de fatoracao de matrizes
nao-negativas. Em problemas com posto alto, os algoritmos possuem desempenho
similar, apesar de MUR, HALS e BPP chegarem no minimo mais réapido.

A medida que o problema se torna denso e com grandes niimeros de componentes

o HALS consegue se sobressair, como pode ser visto na Figura 4.5d.
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Figura 4.5: O custo relativo, ||V — WH]|. /|| V||, em fungao do tempo. Os resul-
tados para o SiSEC e o 20Newsgroup foram similares ao do TDT2 e por isso foram
omitidos.

Até agora foi mostrado que os algoritmos, com excecao de PG e ASGROUP,
sao bastante baratos por iteragao e que para um problema denso e com muitas
componentes para fatorar, o BPP tem custo computacional elevado. No entanto,
apesar de ser rapido, o algoritmo ALS pode falhar e até mesmo divergir em algumas
situagoes. O MUR, apesar de simples e facil de implementar, nao garante uma rapida
convergéncia, necessitando as vezes de muito mais iteragoes que outros algoritmos,
um revés que ocorre devido ao uso de uma regra fixa para a escolha do passo, que
garante a nao-negatividade.

Em problemas pequenos, utilizando a base Stirling, podemos notar que, fato-
rando em 6 componentes (o posto exato da matriz), os algoritmos convergem com
sucesso, minimizando a fungao-custo, e com exce¢ao do ALS, conseguem ser mais ra-
pidos que o MUR, como é mostrado na Figura 4.6a. Uma “foto” do algoritmo feito
em 30 segundos de simulacao pode ser visualizada na Figura 4.7, onde podemos
constatar que os algoritmos BPP ¢ ASGROUP conseguem reconstruir as imagens
originais com maior velocidade que o MUR.

Ao realizarmos o mesmo procedimento fatorando em 12 componentes, os métodos

ALS, ASGROUP e BPP falham, vide Figura 4.6b, pois a matriz W nao tera posto
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completo, o que é um dos pré-requisitos desses algoritmos. J& os outros, por nao

terem essa restrigao, conseguem com sucesso fatorar o problema.

—ALS ¥ R —ALS
5 ~#+ASGROUP 5 % ~#+ASGROUP
2 BPP = ) BPP
= PG 5107 PG
= *HALS = +HALS
§ -+ MUR . *g -+ MUR
O 104! ~ 0O

\v\““g’*ﬂ_ﬁ
0 200 400 600 0 200 400 600
Tempo, s Tempo, s
(a) R=6 (b) R=12

Figura 4.6: Redugao da funcao-custo utilizando a base Stirling.
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Figura 4.7: Imagens contidas na matriz W resultante. De cima para baixo: ALS,
MUR, PG, ASGROUP, BPP, HALS.
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Capitulo 5

Aplicacao: Transcricao de

Instrumentos Percussivos

A deteccao de eventos de onset é considerada um processamento de baixo nivel,
porém extremamente importante. Serve de prelidio para diversos algoritmos de
music information retrieval (MIR), como query-by-humming [68], reconhecimento
de instrumentos musicais [69] e em particular a transcri¢do de instrumentos percus-
sivos [70, 71]. O intuito desse capitulo é revisar como pode ser realizada essa tarefa
e entao utilizar a NMF para auxiliar na transcricao de um ou mais instrumentos

percussivos contidos em uma mistura.

5.1 Transitorio x onset x ataque

Antes de se realizar a deteccao de onsets é necesséario defini-los corretamente.
Quando uma nota é emitida, como pode ser observado na Figura 5.1, em geral
ha quatro caracteristicas temporais importantes: onset, ataque, transitério e decai-

mento.

Decaimento

1
l
1
1
1
1
1
1
1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
>
Transitorio

Figura 5.1: Diferenca entre transitorio, onset e ataque.

O ataque é definido como o intervalo de tempo no qual a amplitude do envelope

¢é crescente. O transitério possui uma defini¢do mais imprecisa, porém ¢é de senso
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comum que ele representa a parte na qual o sinal apresenta comportamentos que nao
sao previsiveis, como por exemplo, no caso de um bumbo quando hé a excitagao com
a aplicagao da baqueta. Apesar de essa definicao nao ser bem exata, é importante
citar que o ouvido humano nao é capaz de diferenciar dois transitérios com intervalo
menor que 10 ms. Finalmente, o onset é definido como um momento tinico no tempo

que delimita o comego da percepgao do transitorio.

5.2 Esquema geral dos algoritmos de deteccao de

onset

Pode-se dizer que o requisito mais importante dos sistemas de transcricao de
instrumentos percussivos ¢ detectar o onset corretamente, pois todo o processo a
posteriori é sensivel a essa etapa.

Para uma simples nota em uma gravacao de alta qualidade, esses eventos sao
todos faceis de serem detectados, no entanto, em um sinal com mais de um instru-
mento, ruido de fundo e outros fatores, essas defini¢oes ficam mais difusas.

Realizar essa deteccao nao é tao simples quanto diferenciar o sinal no tempo e
definir as regides de maiores energia como sendo o momento que um instrumento foi
acionado. E necessario mapear o sinal utilizando uma funcdo denominada funcéo
de deteccao. Como pode ser observado na Figura 5.2, a partir do sinal original, que
pode ser pré-processado para aumentar a eficiéncia dos métodos posteriores, gera-se
uma funcao de deteccao de taxa reduzida em relagao a taxa de amostragem do sinal,

sobre a qual serao procurados os picos que determinam os onsets.

Escolha dos
picos

Pré
Processamento

3 Reducao

opcional

Figura 5.2: Diagrama de blocos para deteccao de onsets.

5.3 Pré-processamento

O pré-processamento é uma etapa que tem o intuito de acentuar propriedades
do sinal que sejam de interesse e atenuar o que nao se deseja. Ha diversos métodos
existentes para serem aplicados a sinais de audio, porém [70]| classifica esta etapa
em duas categorias distintas: separacao do sinal em miltiplas bandas, ou separagao

em regimes permanente e transitorio.

52



5.3.1 Muiltiplas bandas

Vérios estudos nesta adrea propoem a anélise de diversas sub-bandas independen-
temente |70, 72]. Normalmente, aplicam-se filtros, separando o sinal em multiplas
bandas de frequéncia e descobre-se o onset de cada banda, combinando as informa-
¢oes ao final do processo, tal como ¢ feito em [73]. De outra forma, pode-se utilizar
as informagoes de sub-banda para dar uma complementariedade a deteccao global

de onset.

5.4 Reducao

No contexto de deteccao de onsets, o conceito de redugao esta relacionado ao
fato de transformar o sinal em outro, acentuando suas caracteristicas transitorias
para facilitar a deteccao de onsets. Nessa categoria, ha diversos algoritmos, alguns

dos quais serao citados nesse projeto.

5.4.1 Caracteristicas temporais

Quando se observa a evolucao temporal de sinais musicais, fica claro que a ocor-
réncia de algum onset é seguida de um acréscimo na amplitude do sinal. Os primei-
ros métodos para deteccao de onset baseavam-se nessa ideia de criar uma fungao
de deteccao que seguisse a amplitude do sinal. Tal seguidor de envelope pode ser

construido retificando e suavizando o sinal,

Ey(n) = 7 3 latn -+ Dlw(l) (5.1)

onde w(m) é uma janela de N pontos centrada em 0. Esse tipo de algoritmo funciona
bem para sinais que contém sons percussivos fortes e baixo ruido de fundo. Em vez

de seguir o envelope, podemos seguir a energia local,

L
L

E(n) =+ Y [z(n+DPw(l). (5.2)
L

__ L
l==3

Apesar da suavizacao que é realizada, o sinal reduzido proveniente dos métodos cita-
dos acima nao é usualmente utilizado na selecao de picos por nao retornar resultados
confidveis. Como um refinamento, pode-se utilizar a derivada da energia do sinal
de modo que transi¢oes abruptas na energia sao transformadas em picos estreitos.
A energia e sua derivada normalmente sao utilizadas em combinacao com alguma

técnica de pré-processamento discutida anteriormente.
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Outro refinamento é aproveitado da psicoactustica. Sabendo que a intensidade
do audio é percebida logaritmicamente, ¢ que d(log E)/0t = (1/E)0E/0t, entao
calcular a diferenca do log da energia simula grosseiramente a percepc¢ao humana de
audibilidade.

5.4.2 Caracteristicas espectrais

Sem duvidas, a maior parte das fungoes de detecgao foram propostas na area de
caracteristicas espectrais, pois garantem mais confiabilidade nos resultados. Além
disso, permitem reduzir o pré-processamento (como a remogao da parte tonal) e
sao bem sucedidas em muitos cenérios, incluindo detec¢ao de onsets em musicas

polifénicas com instrumentos de diversos tipos [70].

5.4.2.1 H:igh frequency content

No dominio espectral, um aumento de energia ligado ao transitério tende a apa-
recer como um evento em todas as faixas de frequéncias. Como a energia do si-
nal normalmente fica concentrada em baixas frequéncias, alteragoes realizadas pelo
transitorio sao mais visiveis em altas frequéncias. Para realcar essa caracteristica,
o espectro pode ser ponderado antes da soma para se obter uma medida de energia
ponderada
L1

Bn)= & 3 WilX(n b (5.3)

__K
k=-5

onde Wy é o peso dependente de frequéncia. Por Parseval, se W, = 1V k, E(n)
é igual ao método de energia local, definido anteriormente. Uma boa escolha é
Wy = |k|, ponderando linearmente cada raia proporcionalmente & sua frequéncia.
Tal método com essa escolha de peso é chamado high frequency content (HFC).
A funcao HFC produz picos proeminentes durante os ataques e é conhecida pelo

sucesso em detectar onsets percussivos.

5.4.2.2 Spectral Difference

Apesar de esses métodos serem bons, sao medidas baseadas no espectro de curto-
termo, omitindo qualquer consideracao de evolucao temporal. Uma abordagem mais
abrangente que considera a evolugao temporal do espectro pode ser feita formulando-
se a funcao de deteccao como uma distancia entre sucessivos espectros, ou seja,
considerando-os como pontos em um espago K-dimensional. Dependendo da mé-

trica utilizada, distintas diferengas espectrais (SF, do inglés spectral flux) podem
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ser construidas. Uma bastante utilizada é construida utilizando a norma ¢, de um

retificador

K
K1

SD(n) = Y H[X(nk)| - |X(n— LK), (5.4)

__K
k=—7%

onde H(xz) = (z + |z|)/2, ou seja, zero para argumentos negativos. A retificagao
tem o efeito de contar somente aquelas frequéncias que contribuem para o aumento
de energia, enfatizando o onset mas nao o offset. Como apontado em [71], testes
empiricos favorecem o uso da norma ¢; e o uso de uma magnitude linear em vez da

logaritmica proposta, por Klapuri [72].

5.4.3 Caracteristicas espectrais utilizando a fase

Todos os métodos supracitados utilizam a informacao de magnitude do espectro
como tunica fonte de informacao. No entanto, informacoes de fase também podem ser
utilizadas na anélise de onset. Seja ¢(n,k) a fase de um coeficiente STFT X (n,k).
Para uma senoide, a fase ¢(n,k) e a fase da janela anterior ¢(n — 1,k) sdo utilizados
para calcular o valor da frequéncia instantanea; uma estimacao da frequéncia do

k-ésimo componente da STFT é dada por

f(n,k) _ (gb(n,k) B ¢(n — 17k>> f57 (55)

2mh

onde h é o salto e f, é a taxa de amostragem. E esperado que, para uma senoide
estacionaria, a frequéncia instantanea seja aproximadamente constante ao longo das

janelas, isto é
o(n,k) — d(n — Lk) = ¢(n — 1,k) — ¢(n — 2,k). (5.6)
Podemos reescrever a Equagao (5.6) de modo a enfatizar o desvio de fase que ocorre:
Ap(n,k) = p(n,k) —2¢(n — 1,k) + ¢p(n — 2,k) =~ 0. (5.7)

5.4.3.1 Desvio de Fase

No transitorio, a frequéncia instantanea nao ¢ bem definida, entao Agg(n) tende
a ser bem maior em magnitude. Em [70] é proposto um método que realiza uma
analise da distribui¢ao instantanea dos desvios de fase sobre o dominio da frequéncia.

Durante a parcela de regime permanente do som, esse desvio tende a zero. Durante
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ataques A¢(n,k) aumenta, e esse efeito pode ser calculado de forma simples:

PD() = = 3 |A(n k)], 59

denotando o desvio médio absoluto da fase.

5.4.3.2 Desvio de Fase ponderado

Apesar de o método anterior alcancar algumas melhorias sobre sinais complexos,
ele ¢ suscetivel a distor¢oes de fase e ruidos. Uma alternativa ¢é utilizar o algoritmo
proposto em [71], chamado de weighted phase deviation (WPD):

| K
WPD(n) = — > X (nk)Ad(n.k). (5.9)

k=1

5.5 Poés-processamento

Assim como o pré-processamento, essa etapa é opcional e dependera do tipo de
método que foi utilizado na fase de reducao. O pos-processamento tem como intuito
facilitar a tarefa de selecao de limiares e selecao de picos, transformando o sinal
resultante da funcao de detecgdao em formas mais facilmente detectaveis. Porém, é
de consenso que utilizar suavizadores [74], e realizar a normalizac¢do, como utilizado

em |71], facilita a tarefa de escolha de picos.

5.6 Escolha de picos

Mesmo apos todas as etapas descritas, podem existir picos que nao correspondem
a onsets. Portanto, é necessario definir um limiar responsavel por separar os picos
relevantes dos nao-relevantes. Ingenuamente, podemos escolher um limiar fixo tal
que todo d(n) > ¢ é considerado um evento de onset, onde § é uma constante
positiva e d(n) é a fun¢ao de detecgao (como visto na Figura 5.2). Apesar de esse
método poder funcionar em sinais com pouca dindmica e alta SNR (do inglés, signal-
to-noise ratio), sinais musicais apresentam grande variagao de audibilidade ao longo
do tempo. Nessas situagoes, esse tipo de limiar iré deixar passar onsets em periodos
de baixa excitacao e ird detectar uma grande quantidade de onsets em periodos
agitados.

Usualmente é empregado um limiar adaptativo ) (n), calculado como uma versao

suavizada da fun¢ao de deteccao. Essa suavizacao pode ser linear, utilizando um
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filtro passa-baixas FIR

L

dn) =0+ Z a;d(n —1), (5.10)

=0

onde ag = 1. Seguindo a légica, a suavizagao pode ser nao-linear

o(n)=0+¢ > wd(n+1), (5.11)

l=—L

onde £ é uma constante positiva e w; é a janela de suavizacao. No entanto, esse tipo
de limiar adaptativo pode apresentar grandes flutuacoes quando ha picos largos na
funcao de deteccao, ocultando picos menores adjacentes. Para isso sao utilizados

métodos do tipo

A

dn)=0+&f(m), m—BL<m<m+1L, (5.12)

onde f é uma fun¢ao como a média local ou mediana local da fungao de deteccao.
Apo6s o pos-processamento e a escolha de limiar, a selecao de picos se limita a
selecionar méximos locais que estao acima de um limiar. No entanto, apds todo esse
processo ainda ha varios parametros que devem ser selecionados. Como solugao,
realizam-se diversos experimentos variando esses parametros até achar um nimero

que maximize a quantidade de acertos.

5.7 NMEF aplicada a transcricao

Nessa categoria, também conhecida como separacgao e deteccao, sao separados os
instrumentos através do uso da NMF de forma a permitir que se realize a detecgao
de onsets individualmente. Como exemplificado na Figura 5.3, pode-se realizar o
processo de transcrigao somente com a gravacao da mistura ou utilizando informa-
coes a priori dos instrumentos de interesse, construindo uma base espectral W, que
facilite o processo de separacao realizado pela NMF. Essa informagao a priori pode
ser uma base com os instrumentos separados, ou até a gravagao onde os musicos
estao testando seus instrumentos isoladamente. Apods a separacao, é utilizado o es-
pectro do sinal separado para a deteccao de onset e sua série temporal é recuperada

através da reconstrugao de fase seguida de uma inversa da STFT.
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Figura 5.3: Exemplificacao da transcricao de instrumentos percussivos utilizando a
NMF. As matrizes resultantes servem tanto para a transcricao quanto para obter as
gravagoes dos instrumentos separados. (Adaptado de [75]).

5.7.1 NMF com bases adaptativas

Pode-se utilizar qualquer algoritmo descrito nos capitulos anteriores para realizar
a separacao de instrumentos percussivos; no entanto, inicializar a base espectral w©

com W, facilita o processo de convergéncia do algoritmo.

5.7.2 NMF com bases fixas

Outro meio de realizar a separacao é omitir a parte da atualizagao de W,
deixando-o fixo, esperando que o espectro seré fatorado para indicar apenas as ati-
vacoes em H. Desse modo, a NMF com uma base fixa nao sera capaz de generalizar
bem a dinamica temporal do instrumento. Um modo de contornar esse problema
é separar a base espectral dos instrumentos percussivos em ataque e decaimento,
fixando apenas as bases que contem o ataque. Podemos notar que esse método é
mais sensivel & presenca de picos na matriz de ativagoes, devido a outros sinais pre-
sentes (ou variagoes no modo de tocar o instrumento) que nao estdo presentes na

base espectral.
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5.7.3 NMF com bases semiadaptativas

Um meio termo entre os dois métodos é impor uma base semiadaptativa [75]. Em
vez de inicializar W com W, e deixar o algoritmo modifica-lo livremente, podemos
modificar a base espectral de acordo com as quantidades de iteragoes. Dado que

WO =W, na t-ésima iteragio teremos

w® — w1 (1— V)W(t), (5.13)
V= (1 —t/tmax)® (5.14)

Como pode ser visto na Equacao (5.13), inicialmente a NMF ¢é calculada deixando
W o0 mais proximo possivel do calculado W, e ao final das iteracoes um ajuste fino

é realizado, adaptando-o para o espectro real. Em [75] foi adotado ¢ = 2.
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Capitulo 6
Experimentos com Transcricao

Neste capitulo, iremos avaliar as diversas fungoes de deteccao de onset para
determinar qual é o melhor algoritmo para ser usado na transcricao de instrumentos
percussivos. A maior dificuldade para a avaliacao gira em torno de se obter uma base
de dados anotada suficientemente extensa, cobrindo diversas variedades de estilos,
complexidades etc.

Outro problema envolvendo esse experimento consiste em como seré realizada a
avaliacao, ja que hé alguns parametros que podem ser ajustados de modo a controlar
a quantidade de falsos positivos e falsos negativos. Mais abaixo seré explicado como
vamos enderegar esse problema e um outro que vem da psicoactstica: a percepgao

dos onsets.

6.1 Meétodo de avaliacao

Dependendo do tempo decorrido entre duas notas consecutivas, um ou mais
onsets podem ser percebidos, no entanto isso depende do instrumento tocado e de
outros fatores externos, como a presenca de ruidos e sons simultaneos. Por isso, seréd
considerado corretamente anotado aquele onset detectado que estiver dentro de um
intervalo de 50 ms da anotagao real.

Esse ntimero arbitrado segue o valor encontrado na literatura |70, 71]; no entanto,
testes feitos demonstraram que esse valor é grande demais, pois dependendo das
caracteristicas do sinal é possivel diferenciar dois ataques com intervalos menores de
50 ms.

Para avaliar os resultados serao utilizadas trés estatisticas: precisao P, sensibili-
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dade S e medida F1 (média harmoénica entre P e S):

VP
= o
VP
5= PN 62)
2P 2VP
Fl = 220 Ad (6.3)

" P+S 2VP+FP+FN’

onde VP é a quantidade de detecgoes corretas, FN é o niimero de falsos negativos e
FP o nimero de falsos positivos (veja a Figura 6.1).

Os parametros foram escolhidos de modo que F1 fosse maximizado; porém, de-
pendendo do tipo de aplicagao, os falsos positivos e falsos negativos nao sao igual-

mente desejaveis, portanto outra escolha de parametros poderia ser mais adequada.

Figura 6.1: Exemplo de deteccao de VP, FP e FN. Note que duas notas préximas
sao mescladas.

6.1.1 Avaliacao da separacao: Medidas baseadas em SNR

Além da qualidade da transcricao, também seré avaliada a qualidade dos sons se-
parados dos instrumentos. No entanto, medidas subjetivas automaticas de qualidade
para o caso de separagao cega de fontes ainda nao existem ou nao sao amplamente
divulgadas. Utilizar a figura de mérito do capitulo anterior também nao é adequado
para avaliar o quao bem o &udio foi separado. Para isso, existe um método baseado
na razao sinal-ruido (SNR).

Apesar de ser uma métrica ingénua para o caso de separacao de fontes sonoras
por nao considerar as especificidades do aparelho auditivo humano, ela é capaz
de mensurar a quantidade de interferéncias que sao adicionadas ao sinal separado,
podendo ser utilizada em diversos tipos de dados (audio, imagens etc), em diferentes
tipos de misturas (instantanea, convolutiva etc) e para qualquer tipo de algoritmo.

E possivel modelar o sinal separado como

S=s+e +e,+e,
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onde 8 é a fonte separada, s a fonte original, e; é a interferéncia causada por outras
fontes, e, sao os defeitos possivelmente inseridos devido & separagao e finalmente
e, é o ruido presente na mistura. Nota-se a necessidade de que se conheca a fonte
separada assim como todas as fontes originais, incluindo o ruido inserido na mistura.

A partir dai, podem-se definir quatro medidas de qualidade:

6.1.1.1 Razao Fonte-Distorgao (SDR, do inglés Source-to-Distortion ra-
tio)
Essa figura de mérito d4 uma ideia geral da qualidade da separacao, e é definida

Cco1mo

Isl3

SDR = 10log 5
le; + e, + e |3

(6.4)

6.1.1.2 Razao Fonte-Interferéncia (SIR, do inglés Sources-to-

Inteferences Ratio)

Essa medida avalia a qualidade da separacao em si, medindo o quanto ha das

outras fontes inseridas na fonte de interesse, e pode ser calculada como

2
SIR = 10log & (6.5)

2
leill

6.1.1.3 Razao Fontes-Artefatos (SAR, do inglés Sources-to-Artifacts Ra-
tio)

A razao fontes-artefatos € uma métrica que tenta estimar a quantidade de defeitos
que foram inseridos devido ao processo de separacao e que nao estavam na mistura

original. A SAR é calculada como

s +e; + er||§

2
leall

SAR = 10log (6.6)

Vale a pena notar que essas medidas sao invariantes ao ganho e & ordenagao
das fontes sonoras, entao cada estimativa de fonte separada é comparada com as
demais fontes originais, e aquela que possuir maior SDR é considerada. Essas métri-

cas foram desenvolvidas em [76] e o pacote com as implementagoes esta disponivel
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publicamente!.

6.2 Base de dados

Serao utilizadas duas bases de dados. A primeira tem o intuito de avaliar o uso
de diferentes algoritmos de deteccao de onsets e, assim, determinar qual é o melhor
para cada tipo de conjunto de instrumentos musicais. Trata-se da mesma base de [70]
disponibilizada pelos autores com a ressalva de que havia algumas divergéncias em
suas anotacoes, cujas correcoes por sua vez se acham disponibilizadas num link?.
Essa base consiste em arquivos gravados em 44,1 kHz, divididos em quatro grupos
de acordo com suas caracteristicas: com pitch nao-percussivo, com pitch percussivo
(piano), sem pitch percussivo (tambores) e misturas complexas (musicas polifonicas),
totalizando 1151 onsets.

Uma segunda base de dados sera utilizada para avaliar o uso da NMF na trans-
cricao de instrumentos percussivos. Essa base é disponibilizada publicamente pelo
instituto Fraunhover de Tecnologia de Midia Digital® (denominada de IDMT) com
intuito de separagdo e transcrigdo de trés instrumentos percussivos: chimbau (hi-
hat, em inglés), caixa (snare drum, em inglés) e bumbo (kick drum, em inglés). O
arranjo desses instrumentos em uma bateria pode ser visualizado na Figura 6.2. Sao
560 arquivos em 44,1 kHz, totalizando 2 horas de audio. Desses arquivos, ha 95
misturas e para cada mistura ha 3 arquivos de treino para os instrumentos contidos
na mistura, totalizando 258 arquivos para serem utilizados na transcrigao. Essas

gravagoes estao dividas em trés categorias:
e Instrumento real, mistura acustica (RealDrum);
e Instrumento real, mistura aditiva (WaveDrum);

e Instrumento sintético (bateria eletronica com distorgoes ativadas), mistura

aditiva (TechnoDrum).

Sao disponibilizados os onsets de cada um dos instrumentos contidos na mistura.
Além disso, ha 60 audios polifénicos com mistura aditiva da qual se dispoe de
cada um dos instrumentos separados, provendo 180 sinais de referéncia para os

experimentos na separacao de fontes.

http://bass-db.gforge.inria.fr/bss_eval/
’https://github.com/CPJKU/onset_db
3http://www.idmt.fraunhofer.de/en/business_units/smt/drums.html
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Figura 6.2: Uma bateria composta por (1) chimbau, (2) caixa e (3) bumbo, além de
outros tambores e pratos.

6.3 Resultados

6.3.1 Avaliacao das funcoes de deteccao

Primeiramente, sera investigado qual é a melhor funcao de detec¢ao para a trans-
cri¢ao de instrumentos percussivos. Utilizando a base disponibilizada por Juan Pablo
Bello (denominada de MULT), foi realizada a etapa de detec¢ao de onset. Dentre os
algoritmos citados, foram comparados o HFC (Segao 5.4.2.1), o SD-1 (Se¢ao 5.4.2.2,
utilizando a norma ¢ ), o SD-2 (Segao 5.4.2.2, utilizando a norma ¢5) e 0 WPD (Se-
¢ao 5.4.3.2) [70, 71]. A STFT do sinal foi calculada com quadros de 1024 amostras,
passos de 256 amostras, uma DF'T de 2048 pontos e utilizando a janela de Hamming.

Como recomendado em [71], nao foi utilizada compressao logaritmica [72]. Como
pos-processamento, o sinal resultante da fungao de detecgao, d, € normalizado para
que tenha média zero e valor maximo absoluto unitario. Para retirar falsos positivos,

o sinal foi filtrado por um passa-baixas de primeira ordem
H(z) =1-04z"" (6.7)

e para a escolha dos picos foi utilizado o filtro de mediana mével (Equagao (5.12)),
utilizando L =1, f =5 e £ = 1, como recomendado em [74].

O tnico parametro em aberto é a escolha do limiar inicial §. No entanto, testes
preliminares mostraram que o algoritmo é muito sensivel a esse parametro, cujo

problema também foi apontado pelos autores em |70, 71]. Portanto, seguindo as
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mesmas recomendacoes, o limiar foi ajustado de modo que maximizasse a medida
F1 para cada dudio. Apo6s a mediana movel, foram selecionados os méaximos locais.
A Tabela 6.1 mostra o resultado para 4 diferentes fungoes de deteccao de onset
utilizando a base MULT.

Comparados aos resultados contidos em [70, 71|, notam-se pequenas divergéncias
devido a algumas diferengas no algoritmo de escolha de picos.

De modo geral, podemos observar que os métodos de detecao de onset conseguem
atingir alto grau de desempenho nessas bases de dados. Além do mais, observa-se
que o algoritmo SD-1 obtém os melhores resultados de F1 para cada um das bases de

dados, além de ter a vantagem de ser um algoritmo fécil e rapido de se implementar.

PNP PP NPP MIX
P S F1 P S F1 p S F1 P S F1
HFC || 0.946 | 0.897 | 0.921 || 0.926 | 0.954 | 0.935 || 0.965 | 0.938 | 0.947 | 0.902 | 0.886 | 0.892
SD-1 || 0.939 | 0.948 | 0.944 || 0.979 | 0.961 | 0.969 || 0.996 | 0.981 | 0.988 || 0.959 | 0.882 | 0.918
SD-2 || 0.800 | 0.948 | 0.868 | 0.899 | 0.925 | 0.909 | 0.968 | 0.896 | 0.924 | 0.860 | 0.759 | 0.800
WPD || 0.867 | 0.938 | 0.901 || 0.950 | 0.963 | 0.955 || 0.997 | 0.975 | 0.986 | 0.909 | 0.872 | 0.888

Tabela 6.1: Resultados do teste de deteccao de onsets utilizando a base MULT,
mostrando a precisao (P), sensibilidade (S) e a medida F1 (F1) para 4 diferentes
fungoes de deteccao. Os melhores resultados de cada coluna estao em negrito.

Uma outra simulacao foi gerada com o intuito de descobrir quais foram os valores
da média e do desvio padrao de 6 dados a classificagao do sinal e o algoritmo.
Infelizmente, como pode ser observado na Figura 6.3, o valor do § 6timo para cada
par algoritmo-mistura possui um alto desvio padrao, mostrando a sensibilidade do
sistema ao ajuste desse parametro. Para a funcao de deteccao SD-1, que foi a melhor

para os instrumentos percussivos, o valor médio do ¢ é 0,0567.
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Figura 6.3: Valor médio e desvio padrao de ¢ para cada funcao de detecgao.

6.3.2 Separacao, transcricao e ressintese

A segunda parte do experimento utiliza a base IDMT para avaliar a separacao,
transcricao e ressintese de instrumentos percussivos utilizando gravacoes actsticas,
misturas aditivas e instrumentos sintéticos, utilizando a separagao com bases fixas,
adaptativas ou semiadaptativas (Segao 5.7) e o algoritmo SD-1. Foi utilizado o
método BPP para o calculo da NMF com critério de suavizacao na base espectral e
critério de esparsidade nas ativagoes temporais.

Para a reconstrucao do instrumento musical r, foi realizada a multiplicacao de
V., = [W].,[H],. ¢ agregada a fase da mistura V a V,. Como refinamento final, é
utilizada uma filtragem de Wiener como descrito em [64] em cada um dos espectro-
gramas estimados, utilizando o espectrograma da mistura. Apds esse processo foi
calculada a STFT inversa, recuperando a série temporal do instrumento separado.

No caso de bases fixas e semiadaptativas, determinar quem sao os instrumen-
tos separados ¢é trivial, j& que a base W foi formada utilizando uma ordem pré-
estabelecida dos instrumentos. Porém, determinar os instrumentos provenientes da
separacao cega, isto €, utilizando bases adaptativas, ¢ mais complicado, e a solugao
encontrada foi aferir o instrumento através da deteccao de onsets. Foi realizada a
transcri¢ao dos instrumentos e foi calculada a medida de F1 para cada uma das trés

anotagoes (uma para cada instrumento); aferiu-se o tipo de instrumento pelo melhor
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valor de F'1 obtido. Esse método nao é infalivel, pois ha casos de separacoes mal
realizadas, e dois sinais separados podem acusar ser do mesmo instrumento. Para
esses casos, a solucao é realizar a marcacao manual.

A Tabela 6.2 mostra os valores de precisao, sensibilidade e medida F1 para
os trés instrumentos separados (chimbau, bumbo e caixa) de cada uma das trés
categorias existentes (TechnoDrum, WaveDrum e RealDrum), utilizando os trés
métodos distintos para a separacao com a NMF (bases adaptativas, semiadaptativas
e fixas). Para cada instrumento foi maximizado o valor de F1 variando-se o 4.
De um modo geral, a detecgdo de onsets do bumbo (KD) e do chimbau (HH) é
mais precisa que a da caixa (SD), pois esse tltimo instrumento apresenta muita
informagao na faixa intermediaria de frequéncias, o que causa maior interferéncia
com os outros dois instrumentos, degradando a qualidade da separacao e gerando
maior quantidade de falsos positivos. A Figura 6.4 mostra os espectrogramas dos
instrumentos da categoria WaveDrum. Observe que o HH e o SD possuem muita
intersecao em suas raias de frequéncia, enquanto o KD, instrumento bem mais grave,
possui menos intersecao quando comparado aos demais instrumentos. Foi observado

que para esses casos a separacao do SD foi degradada.
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Figura 6.4: Espectrogramas dos instrumentos da categoria WaveDrum. Observe a
intersecao nas frequéncias entre o HH e o SD. Por outro lado, o KD tem frequén-

cias bem mais baixas, garantindo menor interse¢ao e por consequéncia facilitando a
separagao.
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As misturas realizadas com sinais sintéticos possuem maior erro de localizacao
de onsets, pois as fontes originais estao com diversas distor¢oes eletronicas (como
alta reverberagao), poluindo o espectro e dificultando a separagao. No caso de altos
niveis de reverberacao, as repeticoes ocasionadas pelo eco confundiram o algoritmo
de transcricao, fazendo com que fossem detectados onsets oriundos dessa distorgao.

A Tabela 6.3 foi construida de forma similar & tabela anterior; no entanto, foi
escolhido um limiar fixo § = 0,0567. Comparando a Tabela 6.2, gerada para ma-
ximizar F1 para cada instrumento, com a Tabela 6.3, feita com um limiar fixo,
observamos nitidamente uma piora nos resultados. A medida F1 teve uma piora
maxima de 20%. Para alguns casos o limiar ficou grande demais, gerando muitos
falsos negativos (piorando a sensibilidade), como por exemplo o caso do KD na ca-
tegoria TechnoDrum com bases semiadaptativas, em que a piora foi de 27%; em
outros, ficou muito baixo, deixando passar mais picos espurios, gerando mais fal-
sos positivos (piorando a precisdo), como pode ser visto para o instrumento SD na
categoria RealDrum com bases adaptativas, em que a piora foi de 37%.

As Figuras 6.6, 6.7 e 6.8 mostram, respectivamente, os valores de SIR, SAR e
SDR para os trés instrumentos separados da categoria WaveDrum utilizando a NMF
com bases adaptativas. Analisando essas figuras, podemos observar que o bumbo e
a caixa em si possuem altos valores de SIR, SAR e SDR (acima de 3dB), a menos de
algumas excegoes, que sao os casos em que dois instrumentos sao tocados ao mesmo
tempo. Quando isso ocorre, a NMF nao é capaz de determinar que ha dois instru-
mentos distintos, juntando a informacao espectral de dois instrumentos em um e
deixando a outra componente com a cauda dos espectros. Esse fenomeno pode ser
observado na Figura 6.5, que contém o espectrograma dos sinais estimados. Pode-se
observar que as ativagoes temporais do chimbau e do bumbo ocorrem corretamente
quando comparadas com as da Figura 6.4. Por outro lado, o espectrograma esti-
mado da caixa nao corresponde ao original, pois as ativagoes temporais ocorrem nos
mesmos instantes de tempo que as do HH. Essa intersecao faz com que o algoritmo
separe os dois instrumentos em um s6, deixando o SD com a cauda do KD e algumas

informagoes de mais alta frequéncia do HH.
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Figura 6.5: Espectrogramas dos instrumentos estimados da categoria WaveDrum.
Comparados com os espectrogramas originais, Figura 6.4, indicam que o HH e o
KD contém os onsets nas posigoes corretas. No entanto, como as ativagoes do SD
ocorrem sempre nos mesmos instantes de tempo que as do HH, a caixa acabou
ficando com a representagao da cauda do bumbo e algumas componentes espectrais
em mais altas frequéncias do HH. Quanto ao chimbau, ficou com a juncao dos dois
espectrogramas (a menos de algumas informagoes de mais alta frequéncia).

O que chama mais atencao é o péssimo resultado de SIR encontrado para o
HH, indicando que ha muita interferéncia entre fontes; no entanto, verificando-se a
Tabela 6.2, a taxa de acerto foi de 85,8% para a separacao com base adaptativa e
91,2% para bases fixas, valores esses bem altos. Analisando o dudio desse instru-
mento, percebe-se que a separacao realmente contém muita interferéncia de outras
fontes; mas como a ativagao temporal da fonte de interferéncia ocorre em conjunto
com o chimbau, atrapalha a qualidade da separacao mas nao a deteccao de onsets.

Apesar de a qualidade da separacao ser melhor em testes objetivos para o caso de
bases fixas, subjetivamente a separacao é pior. O que ocorre é que a base espectral
nao esta corretamente ajustada ao instrumentista, ocasionando uma ma representa-
¢ao daquele instrumento dada a mistura, gerando mais transigoes abruptas devido
a perdas de informagoes sobre a cauda do espectrograma. No entanto, como a base
é fixa, ha menos cross-talk na separagao, gerando menos interferéncias, como pode
ser visto na Figura 6.9.

Resumindo, o uso de bases fixas melhora a deteccao de onsets, ao passo que
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utilizar as bases adaptativas ou semiadaptativas geram instrumentos que soam mais

naturais. Globalmente, a tarefa de deteccao de onset utilizando ¢ fixo apresentou

uma medida F1 de 83,9%. Apesar de a adi¢ao de interferéncia ser alta em alguns

casos, nao houve adicao significativa de artefatos. Além do mais, o bumbo obteve

a melhor separacao por possuir frequéncias extremamente baixas, gerando menos

interferéncias entre as outras duas fontes, que possuem maior intersecao espectral

entre si, e como consequéncia obteve maiores valores de SDR.

TechnoDrum WaveDrum RealDrum Todos

P S F1 P S F1 P S F1 P S F1
adap. || 0,883 0,967 0,923 || 0,852 0,865 0,858 || 0,973 0,972 0,973 | 0,876 0,896 0,886
HH semi. || 0,884 0,967 0,924 || 0,870 0,905 0,887 || 0,972 0,971 0,971 || 0,889 0,924 0,906
fixa || 0,960 0,892 0,925 || 0,967 0,863 0,912 || 0,922 0,910 0,916 || 0,958 0,875 0,914
adap. || 0,315 0,945 0,472 || 0,560 0,925 0,698 || 0,996 0,996 0,996 || 0,548 0,940 0,692
SD semi. || 0,336 0,935 0,495 || 0,655 0,959 0,778 || 0,996 0,996 0,996 || 0,617 0,962 0,752
fixa | 0,788 0,930 0,853 | 0,979 0,978 0,979 || 0,996 1,000 0,998 || 0,953 0,976 0,964
adap. || 0,870 0,949 0,908 || 0,992 0,978 0,985 | 0,905 0,993 0,947 || 0,962 0,976 0,969
KD semi. || 0,867 0,948 0,906 || 0,992 0,979 0,986 || 0,905 0,993 0,947 || 0,964 0,978 0,970
fixa | 0,938 0,993 0,965 | 0,977 0,980 0,979 || 0,970 0,980 0,975 | 0,971 0,981 0,976
adap. || 0,652 0,958 0,776 || 0,808 0,908 0,855 | 0,961 0,982 0,971 | 0,805 0,926 0,861
HH+SD+KD | semi. || 0,667 0,956 0,785 | 0,849 0,936 0,890 || 0,960 0,981 0,971 || 0,836 0,946 0,888
fixa || 0,915 0,926 0,921 || 0,972 0,918 0,944 || 0,949 0,945 0,947 || 0,961 0,923 0,942
0,726 0,947 0,822 | 0,871 0,921 0,895 || 0,957 0,969 0,963 || 0,862 0,932 0,895

Tabela 6.2: Resultados para a base IDMT maximizando o valor de F1. Foi utilizado
o algoritmo SD-1 para a detecao de onsets. A linha HH+SD+KD nao é a média das
outras linhas, mas sim os valores de P, S, e F1 recalculados considerando o niimero
total de VP, FN, FP dos trés instrumentos. O mesmo é feito na coluna “Todos”,
nesse caso considerando todos os tipos de instrumentos/misturas.
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TechnoDrum WaveDrum RealDrum Todos

P S F1 P S F1 P S F1 P S F1

adap. || 0.800 0.912 0.852 || 0.863 0.763 0.810 || 0.915 0.978 0.945 || 0.863 0.818 0.840
HH semi. || 0.802 0.914 0.854 | 0.881 0.825 0.852 || 0.913 0.978 0.944 || 0.875 0.862 0.869
fixa || 0.900 0.881 0.890 || 0.943 0.837 0.887 || 0.784 0.934 0.853 || 0.904 0.859 0.881
adap. || 0.337 0.688 0.452 || 0.466 0.927 0.620 || 0.626 1.000 0.770 || 0.479 0.919 0.630
SD semi. || 0.338 0.699 0.456 || 0.504 0.942 0.657 || 0.639 1.000 0.780 || 0.507 0.928 0.656
fixa || 0.569 0.965 0.716 || 0.901 0.920 0.910 || 0.985 1.000 0.992 || 0.847 0.940 0.891
adap. || 0.620 0.996 0.764 || 0.858 0.968 0.909 || 0.882 0.953 0.916 || 0.820 0.969 0.888
KD semi. || 0.596 0.992 0.744 | 0.847 0.969 0.904 || 0.882 0.953 0.916 || 0.811 0.969 0.883
fixa || 0.743 0.996 0.851 || 0.876 0.974 0.923 || 0.753 1.000 0.859 || 0.838 0.981 0.903
adap. || 0.649 0.906 0.756 || 0.745 0.850 0.794 || 0.827 0.976 0.895 || 0.745 0.878 0.806
HH+SD+KD | semi. || 0.634 0.902 0.745 | 0.766 0.887 0.822 || 0.831 0.976 0.898 || 0.758 0.903 0.824
fixa || 0.763 0.928 0.838 || 0.914 0.891 0.902 || 0.812 0.963 0.881 || 0.872 0.908 0.889
0.680 0.912 0.779 || 0.803 0.876 0.838 || 0.823 0.972 0.891 || 0.789 0.896 0.839

Tabela 6.3: Resultados para a base IDMT utilizando § = 0,0567. Foi utilizado o
algoritmo SD-1 para a detegao de onsets. A linha HH+SD-+KD nao é a média das
outras linhas, mas sim os valores de P, S, e F1 recalculados considerando o niimero
total de VP, FN, FP dos trés instrumentos. O mesmo é feito na coluna “Todos”,
nesse caso considerando todos os tipos de instrumentos/misturas.
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Figura 6.6: Valores de SIR utilizando bases adaptativas.
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Figura 6.7: Valores de SAR utilizando bases adaptativas.
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Figura 6.8: Valores de SDR utilizando bases adaptativas.
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Capitulo 7
Conclusao e Trabalhos Futuros

Nesse projeto final foram revisados diversos algoritmos para a fatoracao de matri-
zes nao-negativas. Além dos algoritmos, foram mostrados métodos de inicializagao,
adicao de restricoes como esparsidade e suavizagao, critérios de parada, e ainda
outras fungoes-custo que normalmente sao utilizadas para melhor se adequar ao
problema.

Foi mostrado que ha métodos, tais como PG [44], HALS [14], ASGROUP [13] e
BPP [48|, que possuem melhor convergéncia com o mesmo custo do que utilizando
as famosas regras de atualizagoes multiplicativas, propostas por Lee e Seung [12] ha
mais de uma década. Para isso, foram utilizadas diversas bases de dados, mostrando
que a NMF pode ser usada em adudio, imagem, texto etc.

Como analise, vimos que para problemas esparsos, o algoritmo block principal
pivoting [48| se sobressai, ao passo que se a matriz V se torna mais densa, deve-se
preferir o algoritmo baseado em minimos quadrados hierarquicos [14|. Uma solucao
para esse problema seria utilizar um sistema hibrido, baseado na estimativa do posto
da matriz e no tamanho do problema, e assim determinar o melhor algoritmo a ser
utilizado.

Em MIR [70, 71], foi demonstrado como a NMF pode ser inserida na area de
transcricao de instrumentos percussivos, detectando onsets provenientes de uma
separagao de um audio polifénico. Foi desenvolvido um arcabougo genérico para
essa tarefa e diversas fungoes de detecgao foram descritas e testadas.

Dentre as funcoes de deteccao, a que se sobressaiu para os instrumentos per-
cussivos utilizava a diferenca espectral com norma ¢;. Infelizmente, a transcricao
demonstrou ter uma forte sensibilidade & escolha do parametro §, o limiar inicial
para o uso da mediana movel.

A segunda etapa consistiu em realizar o mesmo processo de transcrigao utilizando
uma segunda base de dados, contendo sons percussivos provenientes de gravagoes
acusticas, misturas aditivas e sinais sintéticos. Foi mostrado que utilizando-se um o

médio, obtido no experimento anterior, e utilizando as diferencgas espectrais é possi-
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vel separar instrumentos percussivos com acuracia acima de 80%. O melhor caso de
separacao para transcricao se obteve utilizando-se bases fixas; porém, para a recons-
trucao das fontes sonoras é melhor o uso de bases adaptativas ou semiadaptativas,
aumentando a qualidade de separacao dos instrumentos. Aliado a isso, é sabido
que utilizar a fase da mistura para a reconstrucao do instrumento separado nao é
a melhor estratégia: existem algoritmos especificos para esse caso [77-79| que nao
foram abordados nesse projeto.

Um modo de incrementar a separacao de instrumentos musicais poderia ser uti-
lizar a inicializagdo em multiplas camadas e a adaptagao dos algoritmos HALS e
BPP para fungoes-custo com base nas divergéncias de Kullback-Liebler ou Itakura
Saito.

Outra possivel area de pesquisa seria a adaptagao dos algoritmos que realizam a
fatoragao de matrizes nao-negativas citados nesse trabalho a métodos de fatoragao
mais complexos, como NMFD ou NMF2D, garantindo maior rapidez e acuracia na

convergéncia na separacao de sinais complexos.
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Apéndice A

Calculo Matricial

A.1 Propriedades basicas do Traco

Tr(A) = Z[A]m (A1)
Tr(A) = Z Xi, A= eig(A) (A.2)
Tr(A) = Tr(AT) (A.3)
Tr(AB) = Tr(BA) (A.4)
Tr(A 4+ B) = Tr(A) + Tr(B) (A.5)
Tr(ABC) = Tr(BCA) = Tr(CAB) (A.6)
a’a = Tr(aa”) (A7)

A.2 Derivadas

Esta subsec¢ao ird cobrir um grande ntimero de expressoes envolvendo diferen-
ciagoes com respeito a uma matrix X arbitraria. Vale a pena ressaltar que nao é
assumida nenhuma propriedade especial, isto é, colunas linearmente independentes
ou matrizes positivas semidefinidas. Caso contrario, sera prontamente mencionado

ao longo do texto.
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A.21

A.2.2

Derivadas de matrizes, vetores e escalares

OxTa 0aTx

ox - ox -2
da’Xa B daT’XTa _aaT
B . ). S

Derivada do Traco

Assuma que existe uma fungao F(X) diferenciavel para cada elemento de X.

Sabe-se que

9 Tr(F(X))

x =X
onde f(-) é a derivada escalar de F\(-).
Entéo:
aix Tr(X) =1
aix Tr(XA) = A7
aix Tr(AX"B) = BA
aix Tr(XTA) = A
8% Tr(AXT) = A
aix Tr(A ® X) = Tr(A)I

(A.12)
(A.13)
(A.14)
(A.15)
(A.16)

(A.17)

Para mais derivadas, incluindo de determinantes, inversas etc., recomenda-se a

leitura de [80].
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Apéndice B

Condicoes de Karush-Kuhn-Tucker
(KKT)

As condi¢oes KKT, uma generalizagao dos multiplicadores de Lagrange, sao as
condicoes necesséarias para que uma solu¢ao de um problema de programacao nao-
linear seja 6tima. Caso o problema nao seja convexo, um ponto da KKT pode ser
um minimo global, um minimo local ou um ponto de sela. Entao dado um problema

de otimizacao

minimizar fy(x)

sujeito a  fi(x) > b;, i=1,...,m, (B.1)

h](X):()’ j:17"'7p7
onde o vetor x = (x1,...,x,) é a variavel a ser otimizada do problema, a funcao fy :
R™ — R é a fungao objetivo, as fungoes f; : R* — R, i =1,...,m, sao as restricoes
de desigualdade, sendo by, ..., by, os limites, e as funcoes h; : R*" =R, 5 =1,...,p,

sao as restricoes de igualdade. Dizemos que x* é um ponto 6timo se todos os pontos
satisfazem as restrigoes: dado um z na vizinhanga com f1(z) < by, ..., fi(z) < by,
hi(z) = 0,...,h,(z) = 0, temos que fo(z) > fo(x*). Assumindo que as func¢oes
fo,- -5 fm, 1, ..., hy sao diferenciéveis e se x* ¢ um minimo local, entao existe um

(A", v*) para o qual

Vi) + > NAK)+ Y v Vhi(x") =0 (B.2)

fix*) <0, i=1,...,m (B.3)
hj(x*)=0, j=1,...,p (B.4)
N>0, i=1,....m (B.5)

A fi(x*) =0, i=1,...,m. (B.6)
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Em outras palavras, para qualquer problema de otimizagao com funcoes diferen-
ciaveis, x* seré 6timo se satisfizer as condigoes KKT.

Essas condigoes tém um papel importante na area de otimizagao e, como sera
mostrado, sao utilizadas como critério de convergéncia para os algoritmos da NMF,
além de o problema poder ser resolvido dessa forma, como mostrado em [46]. Para

informagoes mais detalhadas, recomenda-se a leitura de [50].
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